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Vorwort. 


Mehrseitig, sowohl mündlich . brieflich, als auch öffentlich 
dazu aufgefordert, übergebe ich hieuiit dem Publicum den 
ersten Theil der von mir verlangten Einleitung in die Infini- 
tesimalrechnung. Der zweite Theil ist bereits unter der Presse 
und wird in etwa acht Wochen folgen. 

Wie der Titel besagt, ist diese Arbeit, für Anlanger und 
zum Selbstunterricht bestimmt und, wie ich es für angemessen 
hielt, auf die Theorie der Reihen gegründet, weil diese ältere 
Methode nicht allein von den ersten Anfängern viel leichter 
zu fassen ist. sondern auch natürlicher scheint Ich folge 
hierin nicht allein meiner eigenen Ansicht, als vielmehr noch 
dem Urtlieil eines Mannes. Hansen, der. wie er öfters be- 
wiesen lmt. das Newtonsehe lliesenschwert . wie Wh e well 
die Infinitesimalrechnung nennt, wohl zu lieben und zn rühmt 
weiss. 
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Cauchy'fi c hessisches Werk ist nicht Ihr den Anfänger 
und zum Selbstunterricht, sondern nur fUr Leser geschrieben, 
welche mit der Infinitesimalrechnung liercits schon vertraut 
sind. Um sich von der völligen Richtigkeit dieser Behaup- 
tung zu itl i erzeugen , braucht inan nur Cauehy’s Werk: 
,, Legon* de c&lcnl difförentiel et de calcnl intögral, rddigdes pai 
M, l’Abbd Moigno," in die Hand zu nehmen. 

HAMBURG, im Juni 1855. 

Lübxen . 

.1 o .*.* •: . 7 
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Einleitung. 


L 

Keine der mathematischen Wissenschaften hat den Anfängern 
so viele Schwierigkeiten und Dunkelheiten bereitet und so viele 
gelehrte Streitigkeiten über ihre Evidenz veranlasst, als die von 
den grossen Denkern Newton und Leibnitz erfundene Diffe- 
rential- und Integral-Rechnung, oder, wie man beide auch wohl 
mit einem einzigen Namen zu benennen pflegt, als die Analysis 
des Unendlichen (Infinitesimalrechnung), die höchste und schönste 
der gesammten mathematischen Wissenschaften, aber in der That 
auch die schwerste, sowohl zu lehren als zu lernen, was schon 
daraus folgt, dass von zehn, die sie studiren, kaum einer sie 
verstehen und noch viel weniger sie selbstständig anwenden lernt. 

2 . 

In der Einleitung zur Trigonometrie haben wir hervorgehoben, 
welche Umstände diese Wissenschaft angeregt, nämlich: das 
practische Bedürfnis, aus den in Zahlen gegebenen Stücken eines 
Dreiecks, die dadurch bestimmten möglichst genau zu ßnden, 
was der Geometrie allein nicht möglich ist. Der pythagoräische 
Lehrsatz und die Theorie über Aehnlichkeit der Dreiecke bilden 
offenbar das Fundament der Trigonometrie. Aber die Trigono- 
metrie, obgleich auf jenem Fundamente sich stützend, bildet doch 
eine ganz besondere Wissenschaft für sich, durchaus verschieden 
von den beiden Wissenschaften Geometrie und Arithmetik, worin 
sie ihre Wurzeln hat. Denn ein neuer Grundgedanke musste, 
wenn die neue Wissenschaft entstehen sollte, durchaus erst ge- 
fasst werden, nämlich der der trigonometrischen Functionen, 
mithin auch ganz neue Begriffe, Zeichen und Kunstwörter ge- 
bildet werden. Daher auch — weil dtr Uebergang von der Geo- 
metrie zur Trigonometrie nicht allmählig, sondern gleichsam durch 
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einen Sprung geschieht — die anfängliche Freindarligkeit und 
Schwierigkeit, welche die Trigonometrie lur den ersten Anfänger 
zu haben pflegt. 


3 . 

Von der Trigonometrie zur hohem Geometrie findet ebenfalls 
kein allrnähliger Uebergaug Statt. Auch hier wird der Anfänger 
plötzlich in ein ganz fremdes Gebiet versetzt. Nur ein ganz 
neuer von einem grossen Genie gefasster Grundgedanke konnte 
diese neue Wissenschaft begründen. Die für den ersten Augen- 
blick ganz unlogisch scheinende Vorstellung: die räumlichen 
Grössen arithmetisch (durch Zahlen) aufzufassen, muss den An- 
fänger sehr befremden. Hierzu kommen nun die neuen Begriffe 
von stetigen und unstetigen Functionen veränderlicher Grössen etc. 

4 . 

Ebenso verhält es sich nun mit der Infinilesinalrechnung. 
Wiederum ein neuer Grundgedanke hat diese neue Wissenschaft 
hervorgerufen und es ist hier noch viel schwerer sich mit den 
neuen Begriffen vertraut zu machen und sich an die neuen Zeichen 
und Kunstwörter zu gewöhnen. Dessen ungeachtet wollen wir 
versuchen, den Leser, so wie in die vorhergehenden mathe- 
matischen Wissenschaften auch in dieses neue Gebiet der Mathe- 
matik einzufiihren und ihn allmählig an das neue Licht zu ge- 
wöhnen, welches in der ganzen Fülle, wie es aus den Häuptern 
der ersten Erfinder hervorbricht, Hin blenden würde. Boi diesem 
unsern Versuche müssen wir aber die analytische Geometrie 
und die Analysis als bekannt voraussetzen. 

5 . 

Gleich nachdem Cartesius zuvor gezeigt hatte, wie die 
ebenen räumlichen Gestalten durch Functionen zweier ver- 
änderlichen Grössen (Abscisse und Ordinate) arithmetisch aufge- 
fasst werden können und umgekehrt, wenn eine solche Functiuu 
gegeben wird, die darin enthaltene Gestalt darnach construirt 
werden kann, musste man auch bald auf den sehr nahe liegenden 
Gedanken kommen: dass in einer solchen Function einer räum- 
lichen Grösse, nothwendig auch schon alle Eigenschaften der- 
selben enthalten, und dass die Möglichkeit vorhanden sein müsse, 
diese Eigenschaften aus der Function selbst abzuleiten, z. B die 
Lage und Grosse der Tangente, Normale etc. lur einen beslimin- 
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ten Punct; die Steilen, wo eine krumme Linie sich wendet, von 
Coneavität in Convoxität oder umgekehrt übergeht; die Puucte, 
wo die Ordinate ihr Maximum oder Minimum erreicht, ferner die 
Länge und Fläche einer krummen Linie für eine gegebene 
Abscisse etc. 

6 . 

Aber keines dieser Probleme konnte durch die gewöhnliche 
Algebra gelös’t werden. Mau fühlte, dass dazu erst eine ganz 
neue Art Analysis, die Infinitesimalrechnung, erfunden werden müsse. 
Denn diese erwähnten Probleme und namentlich das erste: die 
Lage der durch einen bestimmten Punct gedachten Berührungs- 
linie aus der Gleichung der Curve zu bestimmen, sind es grade, 
welche die Erfindung der Differentialrechnung veranlasst haben. 
Denn, dass die Methode, nach welcher wir in der analytischen 
Geometrie an die sogenannten Kegelschnitte Berührungslinien 
gezogen haben, nur auf diese, nämlich auf krumme Linien 
zweiten Grades und auf keine hohem Grades anwendbar ist, ist 
von selbst klar. 

7 . 


Um nun zu zeigen, wie Leibnitz und Newton sich hier durch 
die Erfindung ihrer neuen Wissenschaft, die Infinitesimalrechnung, 
neue Bahn brachen und zugleich die allmühlige Entstehung dieser 
Wissenschaft, ihr Hervorkriechen aus dem Ei, unverhüllt darzu- 
legcn und dardurch den Anfänger an dem Vergnügen des 
SchafTens und Selbsterfindens Theil nehmen zu lassen, wollen wir, 
der geschichtlichten Entwickelung dieser Wissenschaft folgend, 
das erste Problem vorlegen, welches sie, wie gesagt, veranlasst 
hat, nämlich das Problem der Tangentenziehung und sehen, auf 
welche sinnreiche Weise zunächst dieses gelös’t wurde. 

Sei deshalb : 


y= 


- 9 r i 


■ix 


+ Ö 


die Gleichung einer krummen Linie, der Bogen HMG ein Stück 
derselben , *"> und die Aufgabe: durch einen bestimmten durch 


*) Diese Linie ist, so wie ihre Function eine stetige. Steht, wie hier, 
die abhängig veränderliche Grosse (y) auf einer Seite allein , so heisst die 
F'unctiou einegesonderte im Gegensätze zu den Functionen, welche sich wegen 
der Schwierigkeiten der hohem Gleichungen nicht auf die abhängig veränderliche 
Grosse reduciren lassen und die man deshalb verwickelte Functionen nennt. 

I* 
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seine CoordinHten AP-*, MP - y gegebenen Punct M eine Bc- 
rührnngslinie an dieselbe zu ziehen, d. h. die Neigung (t) der- 
selben gegen die Abscissenlinie zu finden, woraus sich dann das 
Uebrige: Subtangente, Normale etc. ergiebl. 


8 . 


Versteht man nun wieder, wie in der analytischen Geometrie 
festgesetzt, unter Berührungslinie im Puncte M, diejenige Linie 
TT 1 , welche aus der durch denselben Punct M gedachten belie- 
bigen Secante SS' entsteht, wenn diese sich so weit um den 
Punct M dreht, bis der Punct N mit M zusamincnfallt, so kann 
man auf folgende Weise die Lage der Tangente gegen die Ab- 
scissenlinie oder den Winkel t sehr leicht aus der Gleichung 
finden. 

Die Lage der Tangente MT ist offenbar durch die als gege- 
ben gedachte Abscisse AP-x bestimmt, weil, vermöge der ge- 
sonderten Gleichung, durch eine bestimmte Abscisse AP =• * auch 
die zugehörige Ordinate MP = y bestimmt ist. 



Ich lasse nun die Abscisse AP-x 
um ein Stück PO = Ar *) ( dessen 
Grösse nicht weiter bestimmt zu wer- 
den braucht) wachsen, (die Abscisse x, 
also auch die Function y, gleichsam 
fliessen) so gelange ich dadurch, in- 
dem ich in die vorliegende Gleichung : 


y 


• — — 2X® + 3x + 5 

O 


C«) 


x + Ax statt x setze zu einem anderen Punct N der krummen 
Linie, dessen Ordinate NO = y + A y ist (indem wir das Wachs- 
thum von y nämlich NR mit Ay bezeichnen. **) Man hat also 
für den Punct N die Gleichung: 


*) Man muss Bich diese Hiilfsgrösse Ax, welche nur als Mittel dient die 
Rechnung einzuradeln und die aus derselben wieder herausfallt, nicht als zwei 
Factoren A und x, sondern nur als einen einzigen Buchstaben (Zeichen) denken, 
deshalb kann man auch statt (Ax)>. (Ax)-’ etc. kurz Ar’, Ax* etc. schreiben. 

**) Wir nehmen bei unserer Figur an, dass die Ordinate NQ grösser als 
MP ist. Im umgekehrten Fnll wäre das Wachsthum (Incroment) von y, näm- 
lich Ay. negativ (ein Pecrement). Man nennt, aber Ay. es möge positiv oder 
negativ sein, immer Waehsthmn der Function. 
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y + Ay = 2 (x + Ax)’ + .1 (x + Ax) + 5 

O 

oder entwickelt und nach steigenden Potenzen von Ax geordnet: 
— 2x 1 +3x+5^-Hx*— 4 x+3) • Ar+(x— 2)Ax*+J • Ax*. .( i ) 


Um das Wachsthum von y zu erhalten, welches offenbar von 
dem in CI) für x anzunehmenden bestimmten Werthe und von 
dem Zuwachs desselben, Ax, abhängt, ziehen wir von diesem 
neuen Zustand der Function den alten ab, nämlich (1) von (2), 
so hat man: 


Ay = Gz* — 4x + 3)- Ax + (x - 2)- Ax ' 1 + £ • Ar* (s) 

Wären nun x und Ar gegeben, so könnte die dadurch be- 
stimmte Differenz (Wachsthum) von y. nämlich Ay, nach dieser 
Gleichung (3) berechnet werden. 

Ebenso ist einleuchtend, dass auch, beiderseits durch Ar di- 
vidirt, der Differenzen-Quotient beider Grössen Ar, Ay nämlich: 


Ay 

Ar 


x a — 4x + 3 -I- (x — 2)- Ar + ^ • Ax' 2 


( 4 ) 


durch x und Ar völlig bestimmt und die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels ist, welche die durch M, N gehende Secante 
SS 1 mit der Abscis&nlinie macht. 


9. 

Man stelle sich nun vor: die Ordinate NQ = y + Ay fliesse, 
parallel mit sich selbst, wieder zurück, bis sie mit MP~y zu- 
sammenfallt, so wird zu gleicher Zeit die Grösse MR=Ax (welche 
nur als Hülfsgrösse angenommen, um die Rechnung einzuleiten) 
immerfort abnehmen und zuletzt = 0 werden. Während dieses 
geschieht, dreht sich zugleich auch die Secante SS 1 um den 
Punct M und lallt für Ax = 0 mit der Berührungslinie TT 1 zu- 
sammen. Der erwähnte Differenzen-Quotient d. h. die Reihe 

(4) verliert für diesen Fall (nämlich Ax-0 ) alle in Ar multi- 
plicirten Glieder und erhält den dadurch bestimmten Grenzwerth: 

8=x a -4x + 3 (») 

und dieser Grenzwerth muss nothwendig die genaue trigono- 
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metrische Tangente des Winkels r sein, welchen die Berührungs- 
linie TT' mit der Abscissenlinic macht, nämlich: 

tg t = x* — 4x + 3 

Für * = 4 z, B. wäre tgr-3; für *«=2 ist tgr = — 1; für 
x — — 2 ist tg r = 1 1 ; für x - 1 und für x = 3 ist tg x =■ 0. In 
den beiden letztem Fällen ist also auch t = 0 und die Berührungs- 
linien laufen mit der Abscissenlinic parallel. 

Das in Gleichung O) linker Hand stehende Zeichen J{ ist 
schon in der Algebra § 328 und in der Analysis § 79 vorge- 
kommen und kann nicht befremdend sein. Jedenfalls ist klar, 

dass der Quotient in CO) so lange Ax noch einen, wenn 

auch noch so kleinen nngebbaren Werth hätte, wohl näherungs- 
weise, aber doch nicht genau die trigonometrische Tangente des 
gesuchten Winkels t geben könnte, dass aber die Secanle SS 1 
mit der Tangentiallinie TT 1 wirklich zusammenlullt, wenn wir in 
CO Ax - 0 setzen und dass dann, vermöge Gleichung (3), auch 
Ay = 0 wird. 

Aus der gefundenen trigonometrischen Tangente des Winkels x 
erhält man dann leicht die Subtangente, Subnormale etc. CAnalyt. 
Geometrie § 44, G.) 

10 . 

* 

Versuchen w ir jetzt diese vorläufig auf einen besonderen Fall 
angewandte Methode der Tangenten zu verallgemeinern. Sei 
deshalb allgemein 

y *= F O) • CO 

irgend eine gesonderte und stetige Function und HG ein 
Stück der ihr entsprechenden krummen Linie und die Lage der 
durch einen Punct M gedachten Berührungslinie zu bestimmen. 
Sei AP - x die Abscisse und MP = y -=■ F Cx) die Ordinate des 
Punctes M. 

Lassen wir die Abscisse x um PQ*=Ax wachsen, so wird 
auch y ein Wachsthum NR^Ay erhalten und wir haben dann, 
indem wir in(l) x + Ax statt x setzen, für den neuen Zustand 
der Function, in Zeichen: 

y + Ay •= F (x + Ax) CO 
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Nun wird sich gleich zeigen, dass uns die (eben deshalb vor- 
ausgeschickten) Lehren der Analysis hinreichende Mittel an die 
Hand geben, jede Function einer zweitheiligen Grösse F (x + Ax) 
immer in eine Reihe zu entwickeln, wovon das erste Glied die 
ursprüngliche Function F (x) selbst ist und die folgenden Glieder 
nach ganzen positiven Potenzen des Incrcmcnts Ax fort- 
schreiten, so dass nämlich die Gleichung (2) sich verwandelt in: 

y + A y = F (x) + p • Ax + M Ax 4 + NAx* + • • • (i) 

und wo die Coeffictenten p, M. N im Allgemeinen Func- 

tionen von x sind.*) 

Dass übrigens das erste Glied der Reihe die ursprüngliche 
Function F (x) seihst sein muss, könnte man schon mit La- 
grange daraus schllessen, dass für Ax-0 der neue Zustand 
der Function auf den alten wieder zurückgehen muss. Setzt man 
nämlich in (8) Ax - 0, so ist auch A y ~ 0 und man erhält dann 
wieder die Gleichung (1) nämlich y F (x). Dies ist jedoch 
nur beiläufig bemerkt, indem die jedesmalige Möglichkeit der be- 
haupteten Entwickelung von F (x + Ax) sich ganz einfach aus den 
Lehren der Analysis ergiebt. Um aber Wiederholungen zu ver- 
meiden und, wie es in unserm Plan liegt, den Anfänger auf die 
Spur leiten zu können, den Beweis für diese Behauptung selber 
zu finden, nehmen wir für den Augenblick an, dass die obige 
Reihe (8) die den Umständen nach endlich oder unendlich sein 
kann. Statt (indet, indem es uns hier vorerst nur darum zu thun 
ist, einen neuen BegrifT und dessen übliche Bezeichnung fest- 
zusetzen. 

11 

Subtrahirt man die beiden Gleichungen: 
y = F (x) 

y + Ay F (x) + p Ax + MAx* + ■ • • • 

von einander, d. h. den alten Zustand der Function F (x) von dem 
neuen F(x + Ax), so erhält man die sogen. Differenz (Wachs- 
thum) der Function, nämlich: 


*) In dea- Gleichung (2) § 8 ist *. ß. p = x* — 4a -r 8 ; II = x — 2 ; N= |. 
Es kann aber auch schon der erste Coefficient p eine constante Grosse 
sein. Dies ist jedoch nur für die einzige einfache Gleichung y - az 
(gerade Linie) der Kali. Es ist niimiieh y +Ay *= o(* 4- Cüc) = az r a. Az, 
also hier p =» a. 
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Ay = p ■ Ax + M • Ax* + N- Ax* + 

Dividirt man beiderseits durch Ax, so erhält man das Ver- 
hältnis der Incremente Ax, Ay, den sogenannten Differenzen- 
Quotienten, nämlich : 

2 ^- = p + MAx + NAx* + 

Lässt man jetzt Ax immerfort abnehmen, so ändert sich auch 

fortwährend der Differenzen Quotient und erreicht für Ax-0 

(indem dann rechter Hand alle Glieder in Ax verschwinden) 
den bestimmten, von Ax befreiten Grenzwerth p, welcher (im 
Allgemeinen) eine neue Function von x ist, und die trigonome- 
trische Tangente des Winkels r ausdrückt, welchen die durch 
den Punct M (x, y) gedachte Berührungslinie mit der Abscissen- 
acbsc macht, und den wir hinfüro, Kürze halber, Berührungs- 
winkel nennen wollen. Diese neue Function von x, nämlich p, 
welche offenbar durch die ursprüngliche (primitive) Function 
F (x), im Voraus bestimmt ist und auf die angegebene Weise 
daraus abgeleitet worden, nennt man deshalb auch wohl die ab- 
geleitete (derivirte) und bezeichnet sie nach Lagranges Vor- 
gang, statt mitp, häufig auch mit F'(x) (sprich: fonction prime x, 
oder deutsch: Function eins x). 


12 . 

Betrachten wir einmal wieder die Differenz der Function 
y -» F (x), nämlich : 

Ay = p ■ Ax + MAx* + NAx* + • • • • 
oder: Ay =■ F'(x)- Ax + MAx* + NAx* + • • • • 


so wissen wir, dass, insofern cs das Problem der Berührungs- 
linie betrifft, von der ganzen nach Potenzen von Ax fortschrei- 
tenden Differenz der Function, y = F(x), das erste und nur das 
erste Glied p- Ax von Wichtigkeit ist und in Betracht kommt, 

A« 

weil hieraus der Coefficient p oder das Grenzverhältniss 


für Ax = 0, sich von selbst crgiebt. 

Da nun aber (wie Newton und Leibnitz voraussahen) nicht 
bloss für das Problem der Berührungslinien, sondern auch bei 
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vielen andern und viel wichtigeren Problemen, die Kenntniss des 
ersten Gliedes p'Ai= F‘(x)-Ax in der vollständigen Differenz 
einer Function von grosser Wichtigkeit ist, indem gerade dieses 
erste Glied zur Lösung vcrhilft, so benennt man zur Abkürzung 
des Vortrags dieses erste Glied mit einem eigenen Kunstwort, 
man nennt es nämlich Differential der Function und so wie 
man die ganze Differenz derselben mit dem Zeichen Ay zu be- 
zeichnen pflegt, so bezeichnet man, nach Leibnitzens Vorgang, 
das erste Glied dieser Differenz p-Ax oder F'(x)Ax, nämlich 
das Differential der Function y = F(x) mit dem Zeichen dy , so 
dass also dy = pAx oder, indem man der Symmetrie halber auch 
dx statt Ax setzt:*) 

dy — p-Jx 


In diesem Differential fuhrt nun der, durch die ursprüngliche 
Function, y-F(x), im Voraus bestimmte Factor von dx, näm- 
lich p oder F'(x) drei verschiedene Namen. Weil er nämlich 
aus der ursprünglichen Function erst abgeleitet werden muss 
und, wie wir gesehen haben (im Allgemeinen), wieder eine 
Function von x ist, so nennt man ihn die derivirte (abgelei- 
tete) Function. Zweitens heisst p oder F'(x) auch der Diffe- 
rentialcoefficient, und drittens, weil aus dy=p dx folgt, 
dy 

dass -j -=p, so wird diese Function p oder F'(x) auch Diffe- 
ax 

rentialquotient genannt. **) 


*) So wie dy das Differential von y heisst, so nennt man auch dx das 
Differential von x. 


**) Da wir uns jede stetige Function zweier veränderlichen Grössen y=F(x) 
immer construirt und durch eine krumme Linie dargestellt denken können, 
so lässt sich auch das Differential räumlich darstellen. Das Differential der 
Function y = F(x), nämlich das erste Glied der vollständigen Different 
Ay — p. Ax + M Ax’ 4- ... ist dann offenbar nichts anderes, als das Product 
aus dem Incremente dx — Ax der absolut veränderlichen Grösse x und der 
Derivirten p oder F‘(x) d. i. die trigonometrische Tangente des BerührungB- 
winkelsritnd man sieht, dass die Grösse des Differentials dy — p. dx - F‘(x)dx 
für einen bestimmten Werth von x so lange unbestimmt bleibt, als nicht auch 
die Grösse des Increments dx = Ax gegeben ist. Nimmt man dx = MR, so ist 
dy — VR (s. Flg. §54). Nimmt man dx beliebige Mal grösser oder kleiner, so wird 
auch das Differential dy so viel mal grösser oder kleiner; das Verhältniss 
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13, 

• . . i • • , , 

Zu vorhergehendem § wollen wir noch ein Erläuterungs- 
Beispiel geben. In § 9 haben wir gesehen, dass die krumme 
Linie, deren Gleichung 

y ** 3 — 2 w* + 8 « t -5 .i . i i "... 

ist, einen solchen Lauf hat, dass für die beiden Puncte, deren 
Abscissen x=l und x = 3, die Berührungslinien parallel mit der 
Abscissenachse laufen, denn von der dort gefundenen Differenz 

Ay = (x 9 — 4* + 8) A* + (jx ~ 2>- Ax* +£— Ax 3 

ist das erste Glied oder Differential von y: 

dy - (x* - 4x + 3 )dx 

und also der Differentialquotient, d. i. die trigonometrische Tan- 
gente des Berfihmngswinkels r: 

=* x* — 4x + 3 


Wäre nun die Aufgabe gegeben, die Abscissen derjenigen 


T (l U 

beider Differentiale, näuilicb der aua dy = pdx gezogene Quotient ~ — p - F 4 («?) 

dx 

m 

worauf es in den Anwendungen immer nur ankommt , bleibt Tür denselben 
Werth von i immer derselbe und ist aacb gleich <leui erwähnten 

i \m 

Grenzwerth des Differenzenqiiotieuteu für (Xr 0, den wir Anfangs 


mit der unlicstimmten Kunu J{ bezeichnen mussten. Die Grosse von dx kann 
also beliebig gross sein, mithin unbestimmt bleiben, indem es liier nur auf 
das Verhiiltniss der Differentiale dx, dy aukouuut, und welches mit dem 
erwähnten Grenzverhiütniss " iibereinstimmt. Man sieht zugleich , dass , je 
nachdem die Berührungslinie iiiier oder unter den Bogen MN fallt das Diffe- 
rential djr = VK grosser oder kleiner als die Differenz = NB. ist. (S. F^gurf 54 . ) 

Dass man sich mit dem einem Kunstwort ,,Derivirte“ mal iler Lag ran - 
gesehen Bezeichnung K* (x| nicht begniigt, was freilich möglich gewesen 
wäre, hat seinen Grund darin, daBS durch Einführung des Begriffs Diffe- 
rential und dessen Bezeichnung, sowohl der Vortrag als di« Zeichensprache 
viel bequemer wird. Weil nitmiieb die Differentiale dx. dy wirkliche, wenn 
auch unbestimmt gelassene Grössen bedeuten, so kau« mau, was mit dem 
unbestimmten Grenzzeicheu g nicht möglich sein würde, die Differentiale vou 
einander trennen und arithmetische Operationen damit vornciuneii und z. li. 

du . d v\* du * 

Blatt -f- ~p auch dy=p.dx. statt f — - ’ ~p * auch = t>'Oder<Jy* —p % dx % 

dx 'MX* M* 

schreiben etc. 
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Puncte zu finden, in welchen die Berührungsliwicn mit der Ab-*- 
sciRsenachse parallel laufen, so hat man offenbar nur die Werthe 
von x zu bestimmen, für welchen das Differential oder der 

i • 1 jpl * “ • , 

Differentialquotienl der Function y — — — 2x 4 +8*4-'», Null wird. 

t) 

Aus ; 

x 1 - 4x + S = 0 

. • • • • . • i 

folgt nun x>=i±l. Zur Beantwortung dieser Aufgabe war also 
wiederum mir die Kenntniss di» ersten Gliedes der Differenz, 
di i. des Differentials der gegebenen Function erforderlich. 
(Vergi noch § 71.) 

• 1 t , • 

11 

* . t . . . • * 

Nachdem wir nun de« Nutzen des Differentials einer 
Function vorläufig erst durch ein paar der leichtern Beispiele 
erläutert halten, müssen w ir jetzt, uni die fernem, mannicblaitigen 
Anwendungen desselben zeigen zu können, erst die Regeln auf- 
suchen, nach welchen man von jeder besondern Function das 
Differential derselben leicht aufstellen kann. Die allgemeine Vor- 
schrift, diese Regeln zu linden, fiiesst, wie schon gesagt, aus 
den Lehren der Analysis: Wir müssen in jeder der fünf verschiede- 
nen Functionen einer veränderlichen Grösse, nämlich in x a x , 
Ix, sin x, cos j*) allenthalben i + Ar statt x setzen, dann nach 
den bekannten Regeln der Analysis nach Potenzen von iXx ent- 
wickeln, den alten Zustand von dem neuen abziehen und von 
der erhaltenen Differenz das erste in Ar multiplicirte Glied Cdas 
Differential der Function) als Diffcrentialformel dem Gedächt- 
niss einprägen, um darnach in jedem spcciellen Fall das Diffe- 
rential gleich aus dem Gedäclitniss hinsclireiben zu können. 

Und hiemit glauben wir nun, was das Auflinden dieser Diffe- 
rentialforineln anbctriffl, dem Anfänger die Sache so nabe gerückt 
zu haben, dass er sich fast im Stande fühlen muss, die im fol- 
genden Buche gestellten und zuerst zu lösenden Aufgaben selbst- 
ständig zu lösen. 

Anmerkung 1. Man merke sich ein für allemal, dass wenn 
mit einer Function einer veränderlichen Grösse, eine constante 
Grösse C, bloss als additives oder substractives Glied 


*) Au* diesen einfachen Functionen ergeben »ich die Differentiale aller 
übrigen noch so complicirten Functionen. 
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verbunden ist, dann das Differential der Function von diesem 
constanten Gliede ±C ganz unabhängig ist. Mit andern Worten: 
das Differential einer constanten Grösse ist —0. Dies sieht man 
schon aus dem § 8 gegebenem Beispiele. Ob dort die Zahl ö 
steht oder nicht, dass ist für das Differential der Function gleich- 
gültig. Ein solches constantes Glied ±C kann auf die Gestalt 
oder Neigungen der Tangenten der entsprechenden krummen 
Linie keinen Einfluss haben, indem die Hinzufügung oder Weg- 
lassung dieses constanten Gliedes ±C, die Abscissenachse bloss 
tiefer oder höher schiebt. (Vergi. höhere Geometrie $ 68.) 

Anmerkung 2. Bei der Entwickelung einer Function einer 
zweitheiligen Grösse F(x + Ax) in eine nach Potenzen von Ax 
fortschreitenden Reihe brauchen wir uns bei der Ableitung der 
Differentialformeln, um die Convergenz der Reihen gar nicht zu 

bekümmern, weil wir ja von der Differenz Ay=p • Ax + MAx 4 H 

immer nur das erste Glied, nämlich das sogenannte Differential 
dy=p ■ dx beibehalten. 


Digitized by Google 
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Ableitung der Dißerentialfonneln. 


15. 

Aufgabe. Das Differential einer beliebigen Potenz einer 
veränderlichen Grösse zu finden. Es sei nämlich: 

y = 

Auflösung. Verfahren wir nach der § 14 gegebenen all- 
gemeinen Regel, indem wir x + Ar statt * setzen, so hat man: 

y + Ay = (x + Ax)“ 

Da der binomische Lehrsatz auch für jeden gebrochenen und 
negativen Exponenten gültig ist CS 14, Anmerkung 2) so folgt 
CAnalysis $ 70): 

y+Ay = x* + wj*-' • Ax 4- ” ” 1 x m ~* A x* + 

1 ' * 

Ziehen wir den alten Zustand von dem neuen ab, so erhält man 
die Differenz der Function, nämlich: 

Ay—wj * -1 - Ax + * 

Mithin ist definitionsmässig das verlangte Differential 
<iy - «x" - ' • dx 
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in Worten: das DifTerential einer Potenz, x*, ist gleich dem Ex- 
ponenten, inultiplicirt mit der um eine Einheit niedrigen Potenz 
und dx. 

Wäre: y — ox"±c, so ist: 

y + Ay = a (x + Ar)* ± c 
y + Ay — ax“ + nax*~' ■ Ax + MAx* + ■ • • ± c 
Ay — nax"-' • Ax + MAx 2 + • • 
dy = nax’~' ■ dx 


16. -- 

Aufgabe. Man differentiirc folgende Functionen, d. h. mau 
schreibe nach der eben abgeleiteten Regel, die man im Gedächt- 
nis behalten muss, ihre Differentiale hin. 



Es 

sei: 


Man 

i hat: 

1. 

y — 

4x* t 3 

J. 

dy- 

20x 4 • dx 

2. 

y = 

J* 8 -i 

2. 

1! 

4x s • dx 

3. 

y~- 



3. 

ll 

— 4x~ 6 -dx 

4. 

y = 

5a*- 3 • • • 

iX 3 

4. 

dy « 

— *dx 

i 

5. 

y = 

X ~ : ' x ~ * ' 
7 \/x 3 

• 5. 

dy - 

15 

~28 X «Ix 

6. 

y = 

a^x - ox J • ■ ■ • 

. 6. 

dy = 

Jox - *dx 

7. 

y = 

a -l 

—t~ - ax • • 

\Jx 

7. 

dy — 

t 

— \ax~*dx 

8. 

y = 

a 1 
i — - ax ~ s • • • 

• 8. 

dy = 

— \ax~ i dx 



\/x 




9. 


a " a - 

= T x " 

» 

. Ü. 

dy = 

— r x" -dx 

nb 

10. 

y = 

Jy/x 2 = jx* ■ • • • 

10 

dy= jx'^dx 


i 


*) Hier zeigt «teil dir grotwe Wichtigkeit der negativen und gcbi\>chuaoi> 
Exponenten und wie viel von einer glücklich gewählten Zeichensprache 
akhängt. 
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17 . 

Aufgabe. Das Differential der Exponenlialfunction e* zu 
finden, wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ist. Sei 
nämlich: 

y = «* 

Auflösung. Es ist hier: y + Ay -e? f ^ — e*- e** und, wenn 
man e 4 * in eine Reihe verwandelt (Analysis § 74): 

Ar « 

y + Ay — e* ( 1 + Ar + +•■••) 

» + A y~e* + e* • Ax + MAx* + • • 

Ay = e*Ax + MAr® + • • • • 
dy = e* • dx 


in Worten: das Differential der Exponentialgrösse e* ist wieder 
dieselbe Grösse multiplicirt mit dx. 

Wäre y «= a-e* ±c, so ist offenbar dy = ae*dx. 

Anmerkung. Hätte man eine Exponentialgrösse von anderer 
Basis, wäre z. B. 

y = a‘ 

so ist (Analysis § 75): 

y + Ay--a x +' 1 *=a I a dx = <z*^l +la- Ax + — — 

Ay = a 1 1 a - Ar + MAx® +••• 
dy = a* l a- dx 


Wäre y = 3 I , so ist: dy =* o 1 13 - dx = 3* 
Wäre y=»e *, so ist: dy = -e~*dx. 


log 3 

0,434 2'J 


— dx. 


18 . 

Aufgabe. Das Differential vom natürlichen Logarithmen einer 
veränderlichen Grösse zu finden. Es sei nämlich: 


y = lx 


Auflösung. Man hat hier: 
y + Ay = / (x + Ax) — l x ^ l + = I x +1 


und wenn man 




in eine Reihe auflöst (Analysis § 77): 
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. Ax Ax* 

J , +Ay=ix +____. + _ 

Ay=— -MAx«+-.- 

dy = -dx 
* x 


Wäre: y=*afx±c, so ist offenbar dy = — dx. 

x 


Anmerkung. Hätte man vom Briggsschen Logarithmus 
einer veränderlichen Grösse, log x, das Differential zu nehmen, 
so folgt aus: 

y - log x 

indem man den natürlichen Logarithmen mit dem Modulus des 
Briggsschen M = 0,4.3429 multiplicirt, dass (Analysis $ 78): 

y ^ log x - M I x 
dx 

mithin du = M ■ — 

9 x 


19. 

Aufgabe. Das Differential vom sinus eines veränderlichen 
Bogens x zu finden. Es sei nämlich: 

y = sin x 

Auflösung. Man hat: y + Ay = sin(x-f Ax) 

y + Ay = sinxcos Ax+cosxsin Ax 

und wenn man statt cos Ax und sin Ax die entsprechenden 
Reihen setzt (Analysis $ 80): 

y+Ay=-sinx(l-y~f--- ^ cosx(Ax-y^-+- • 

a * • . sin x . . 

y + Ay - sin x + cos x- Ax — — — Ax 4 - • • • 

Ay ** cos x- Ax - MAx a — • • • • 
dy = cos x dx 

Ist y - a sin x, so ist dy -a- cos x ■ dx. 
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20 . 

Aufgabe. Das Differential vom cosinus eines veränderlichen 
Bogens x zu finden. Es sei nämlich: 

y = cos X 

Auflösung. Mau hat: 
y + Ay = cos (x 4- Ax) 
y + Ay ~ cos x ■ cos Ax — sin x • sin Ar 

* + Ay = cosx(l )-sinx(Ax -^3 ) 

y + Av - nos x — sin z-ax — —Ar 5 — • • • • 

Ay = — sin x ■ Ax - MA.r • 

rfy = — sin x • rfx 

21 . 

Aufgabe. Das Differential einer Function zu linden, welche 
aus der algebraischen Summe zweier oder mehrerer der bisher 
betrachteten sogenannten einfachen Functionen (x", a *, Ix, sin x, 
eosx) besteht. Es sei nämlich: 

y = F(x) /"tx) 4- — 

wo F(x), f fx), • • ■ • eine der erwähnten einfachen Functionen 
bedeutet. 

Auflösung. Es ist zuerst: 

y 4- Ay = F(x 4- Ax) + fQx + Ax) +■ • • • 

und da nun, wie im Vorhergehenden gezeigt, jede dieser ein- 
fachen Functionen von x + Ax sich in eine nach Potenzen von 
Ax fortschreitende Reihe entwickeln lässt, so ist (§ 10, .1): 

F(x — Ax) - F(x) + p Ax t M Ax' J + • ■ • • 
fCx + Ax) = f(x) + p 1 Ax + M'Ax* + 


Mithin ist: 

y 4 Ay = F(x)+/ix)4- • • 4(p-t-p'4-- • • )Ax+(M+M' + - • ■ )Ax 5 +’ • • 
Ay = Cp + p' + • • ) Ax + M'Ax* 4 -- • • 
dy = (p 4 - p' 4 - • • •) dx - pdx 4 p'dx + ■ • • • 
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oder auch nach der andern Schreibart: 

dy ~ V‘ix)dx + fix) • dx — • • • • 

in Worten: Man muss das Differential von jedem Gliede beson- 
ders nehmen. 

Beispiel 1. Sei: y = ax" + e r , so ist: 
dy = nax"~'dx + e“dx 
dy - (»■''+ e*) dx 

j»3 

Beispiel 2. Sei: y = — — 2z* + 3x + ö, so ist: 

dy - x a dx - 4xdx + 3dx, oder: 
dy — ix" — 4x + 3) dx 

^ = X* - 4x + 3 *) 
dx 

i 3 

Beispiel 3. Essei: y = 2\/x — fy'x* + ^ +7, d. i. 

y - 2x*— Jx* + 3x“* + 7, so ist: 
dy — (ar'l — |x' — $x~5} • dx 

^ = --Si/x- — 
dx )Jx sV 2\Jx* 

Beispiel 4. Sei: y = a-lx+ b-sinx + c cos x, so ist 

dy = a • — + b cos x-dx — c sin x-dx 
x 

dy « . 

-s-= - + o-cos x - c- sin x 

rfx x 

22 . 

Aufgabe. Das Differential einer Function zu finden, welche 
aus dem Producte zweier der einfachen Functionen x", o*, Ix, 
sin x, cos x, welche wir mit F(x) und fix) bezeichnen wollen, 
bestellt. Es sei nämlich: 


!/ - Fix) fix) 


*1 In der Folge werden wir manchmal (des kurzem Schreila-ns lialher) 
stall des Differentials, den Differentialquotienten liinechretben. 
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Auflösung. Man hat hier zuerst: 

y + Ay — FC* + A*) ■ f(x + Ar) 

Jede dieser einfachen Functionen von * + A* lässt sich in 
eine Reihe von der erforderlichen Form auflösen. Es ist nämlich: 

y + Ay - [FC*) + pA* + MA*- + - • ] [/"C*)+p'A*+M'A* 2 -f ] 

Führt man die Multiplication aus. indem man die in Eins zu- 
sammen gefassten, aber hier nicht in. Betracht kommenden Coef- 
ficienten von Ar 2 . A* 3 , • • • mit M", N"*-- bezeichnet, so ist: 

y + Ap^FC*)/‘C*)+/’C*)pA*+FC*)p'A*-!-M''A* 2 + • •• 
Ay—fCx~) ■ pAx + FC*) • p'A* + M"A* 2 + 
dy =/■(*) ■ pdx+ FC*) • P'dx 

oder auch, weil CS 12) p = F'(*) und p'-f C*), sogeschrieben: 

dy " f(x~) F'C*) dx f F C*) /-C*) dx 

Da nun hier pdx oder F'C*)d* das Differential von FC*) und 
p'dx oder /*(*)«/* das DifTerential von f(x~) ist, so lautet die 
Regel: Das Differential eines Products zweier Func- 
tionen, FC*) •/£*)» ist gleich der Summe eines jeden 
Factors mit dem Differential des andern multiplicirt. 

Bezeichnet man die beiden veränderlichen Factoren des Pro- 
ducts, Kürze halber, mit P und Q und setzt also: 

</ = PQ 

so ist: dy - 0 ■ dCP) + P- </C0) 

Durch die Klammern oder einen l’unct deutet man an, dass 
die Differentiale von den Functionen P und Q noch zu nehmen 
sind. So ist z. B. : 

d (_x“ ) oder d- x* — itx m ~ l dx 

Beispiel 1. Sei: y~x" e*, so ist: 

dy - tf •«*"”'</* +x’ , -e Jl dx, oder: 
dy = e* ■ *• _I C« + *) dx 

~ - c r *" _, C«+*) 
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Beispiel 2. Sei: y nt* Ix, so ist: 
<ty 
a 


, , dx 

l r ■ c'dx 4 - 1* • - 
x 


dy ~ ad Ix 4- — \dx 


Beispiel 8. Sei: y — a sin x- cos x, so ist ($$ 19,20): 


d U 


* - cos x • cos xdx — sinx-sin x dx 


= o (cos® x — sin®x) = a ■ cos 2.r 
dx 


23. 

Besteht ein Product aus mehr als zwei veränderlichen Fac- 
toren, so kann man es erst in zwei zerlegen; so ist z. B., wenn 
P, 0, R einfache Functionen von t bedeuten, und wenn 

y = PQR = P • 0R 
dy - QR • d(P) 4 P ■ d(QR) 

Nun ist aber (§ 22 ): rf(QR) = Rd(0)4-Q-d(R). Daher: 
dy = QRd (P) 4- PR- d (0) 4- PO • d(R) 

Beispiel. Es sei: y = x"e*lx 

dy = ^ e*/x • mx“ - 1 4 -x"/x- e*-tx m e*‘—^dx 
<*!J 


dx 


= x" - '«* (« 1x4- x Ix 4 - 1 ) 


24. 


Aufgabe. Das Differential von einem Quotienten oder Bruche 
F(x) 


ftx) 


zu linden, wenn sowohl Zähler als Nenner eine der ein- 


fachen Functionen x", a s . Ix, sin x, cosx sind. Es sei nämlich: 

F(x) 




/T-r) 


CO 


Auflösung. Da sich, wie gezeigt, alb* diese einfachen 
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Functionen vonx + Ax in Reihen von geselzmässiger Form auf- 
lösen lassen, so ist zunächst:*) 

. F(r r Ar) F( jr) pA t + MA-r- + • • — 

!l !l f(x + Ax) fix) -4 p'Ax + M'Aaf'H 

und man sicht, dass dieser Quotient niederuni in eine gesetz- 
massige Reihe entwickelt werden kann, und es ist leicht das hier 
nur erforderliche erste in Ax inultiplicirte Glieil zu erhalten. 
Man hat durch wirkliche Division:**) 


/|x)+p'Ax + - ■ F(x) ■+ pAx 


V(x)p * 

M 


F(x) 

(_1L 

F(x)p‘ \ 

fix) r 

\f(.D 

l(lx)V) 



*) Will nitm nicht ilit* Differenz (&y ) der Function , Kindern nur das 
Differential derselben (dy). warum es uns eigentlich mir zu thun ist, so kann 
man dieses folgendermasaeu viel kürzer erhalten. Aus obiger Gleichung (1) 
folgt y /X-r) " F(j*» mithin ($ 22): 

f\r)dy — y.f*(x)dx — F '(x)dx 

. f(x).F*(x)dx — F(ar) . x/dx 

(/T -)p - 

**) Man kann liier das gesuchte Differential auch folgenderuiasscn auf 
kürzerem Wege finden, indem mau erst den Differentialqiiotienten sucht. 
Subtrahirt mau (1) von (2). so ist: 

Ft*) -r/i -r Jt ax 3 - . . . . Kfx) 

^ f(x) -r p\\x + M‘ax’ -• .... fix ) 

oder auf einerlei Nenner gebracht und durch Ar dividirt: 

Jjt _ ft xi.p — V [x).p‘ -r (f(x).il - l'VjM'jAJ t • . . ■ 

±x [ff »)] 1 + /l(x)p‘Ax + . . . . 

Da nun aus diesem DilTerenzeii-liuiiticiiU , n der Differential - Quotient her- 
vorgeht, wenn man ax — 0 setzt , so ist. der Differential • (Quotient offenbar 

= Un ^ äns gesuchte Differential : dy — . 
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Mithin ist: 


F(x) 

(JE 

F(aO 

fix-) ' 

\fC- r) 

i/tao]* 





dy 


fCx)-pdx — bXx'j'p'ilx 

i/wi 5 


Db nun pdx das Differential von F(x) und p'dx das Differen- 
tial von /£.r) ist, so lautet die Regel: Das Differential eines Quo- 
tienten ist gleich: dem Nenner iiiiiltiplicirl mit dem Dif- 
ferential des Zählers, weniger dem Zähler mulliplicirt 
mit dem Diffcrentiul des Nenners, dividirl durch das 
Quadrat des Nenners. 

Bedeuten P und Q einfache Functionen von x und setzt man: 




P 

Ö 


so hat mau kürzer in Zeichen. 


Beispiel 


,ly = 


Q </(P) - P-d(Q) 
Q® 


Es sei: 
c x *) 

y = — , so ist : 

x" 


dp -- 


x" • e^dx — e* ■ nx“~'ilx 

O*)® 


x*~ l e* 

dy = ~ t . - O - n)dx 

dy e*(x—n) 
dx x H ' 1 


*) Es ist uneli : ij - milliin auch nach $ 22: 

dy — x~ «. c J dx — e.Hx ■ 1} . ih 

dy frHx — nj 
dx x«T-t 
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Beispiel 2. Es sei: 


y — . so ist : 

fj* 


Ir ■ dx — x • — 
x 


(ly /x — 1 

drZ^ 

Beispiel 3. Es sei: 

«*) . , 

i/ = — so ist : • 

X" 

x" • 0 - anx*~'dx , , 

dy — — — — — Hax~ <a ~ l) dx 


dy au 
ilr x" 


Beispiel 4. Es sei: 


u — . so ist : 

• cosx 

dy _ cosx a J U( ' trsiii. r 
dx COS a X * 


Aufgabe. Das Differential von der Tangente eines verän- 
derlichen Bogens x zu finden. Es sei nämlich: 

y - lg x 

Auflösung. Man hat: y — *' n x und wenn man diesen Quo- 

cosx 


ticuten nach <* 24 ditterentiirt. so ist: 


cos x ■ cos xdx — sin x • ( - sin xdx) 


. (cos J x + siu*x ) , 

du * • dx 

cos l x 


, dx 

19 i*ns2 i 


*) Es ist auch y=«.x-“ mithin dy => — nax -(»■ -r Drfx. 
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Aufgabe. Das Differential von der cotangente eines verän- 
derlichen Bogens x zu finden. Es sei: 

y =• cot * 

Auflösung. Es ist auch: « = daher (§ 24): 
b 3 Sill x 


rfy = 


si ii x ■ (— sin xdx J— cos x ■ cos xdx 
sin 4 * 

. dx 

3 sin 4 * 


27. 

Aufgabe. Das Differential vom Bogen eines veränderfichen 
sinus zu finden. Es sei nämlich: 

y - arc (sin - xl 

Auflösung. Weil x der sinus vom Bogen y ist, so hat 
man erst, durch Umsetzung: x-siny und hieraus: 

dx - cos y ■ dy 
dx 


4v = 


cos y 


und, weil sin y = x, also cos y =» vl -x 4 (Trigon. $ 100, 1.) 

dx 


dy = 


Ul -* 4 


28. 

Aufgabe. Das Differential zu finden von: 
y - arc (cos = x) 

Auflösung. Es ist zuerst: x-coay mithin: 
dx—- sin y-dy 

i dx 

dy = — — 

3 sin y 
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oder, weil co*y-x mithin siny=Vl-x 4 , so ist auch: 

dx 


dy = — 


v'l -X 1 


29. 

Aufgabe. Man suche das Differential von: 
y -= Are (tg = x ) 

Auflösung. Man hat hier: x = lg y; daher (§ 2ö ) 

dx = -*L- 
cos 9 y 

aus tg y^x folgt cos* y =* (Trigon. $ 100, 6) mithin: 

dx 


dy 


1+** 


30. 

A u fg a I) e. Man suche das Differential von : 
y * Are (cot = x~) 

Auflösung. Aus x-coty folgt ($ 26) dx = - 

weil cot y = x also sin 4 y = — — -, so ist: 

1 -f X* 

, dx 

rs* 


dy ■ 

— i - - und, 
sm 4 y ’ 


3L 


Säninitliche im Vorhergehenden gefundenen DilTerentialformeln 
sind also, übersichtlich zusammengestcllt, folgende: 
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1. 

2 . 

•). 

4 . 


6 . 

7 . 


8. 


1 ». 

10. 

11. 

12. 

13 . 


14. 


13. 


Kl. 


Wenn: 

y = *“ 

y = ^ 

y = n s 

y-ix 

y ~ log x 

y = F(x) r ßx) ± • 

.V = P0 

P 

* = Q 

y » sin x 

y - cos x 

U =* IßT * 

y => col x 

y - Are sin x • • • • 
y - Are cos x- • • • 


y = Are lg- x ■ • ■ • 
V Are rot x- • • • 


so ist: 

dy = nx a ~ l dx 
dy « e- r dx 
dy ' a* I a dr 

i 

x 

f /y =-- M • ~ 

3 x 

dy -¥‘(x)dx ' ß(x)dx . 
dy^QdV + YdQ 
, QdP-PdQ 

•>y- — ö« — 

dy - cos x dx 

dy « - sin x dx 

dx 
dy 


<iy -= 
(ly =* 


cos* x 
dx 

sin' 2 x 
dx 


V'l-x* 


<lx 

du ~ 7 - 

viT^x 2 

rfy=-^- 
y 1 +x* 

dx 

1+x« 


dy - 


32 . 

Mil vorsleiienden Fundamentalförineln, die man, wie die wich- 
tigsten Formeln der Trigonometrie, durch fleissige Einübung, wozu 
im Folgenden Gelegenheit gegeben wird, dem Gedächlniss wohl 
einprägen muss, sind wir nun im Stande, jede noch so compli- 
cirte Funclion zu differentiiren. 

Wir nehmen zuerst eine Function von einer Function. Es 
sei nämlich allgemein: 

y --F(u) und u^fix) 

wo fix) irgend eine der im vorigen $ aufgestellten seehszehn 
Functionen der absolut veränderlichen Grösse x und F(u) irgend 
eine dieser Functionen von u bedeutet, so dass also jetzt y nicht 
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unmittelbar, sondern durch eine Zwischengrösse u nls Function 
von x gegeben ist. Es ist mithin « nicht eine «bsolut , sondern 
wie y eine abhängig veränderliche Grösse. Denkt mnn sich für 
x einen bestimmten Werth gesetzt, so erhält mich n und dadurch, 
zufolge der ersten Gleichung, auch y einen bestimmten Werth. 

Wollte man u eliminiren, um ij als unmittelbare Function von 
x zu erhalten, so würde dies auf die Bezeichnung F [/(x)] 
führen. 0 ) Um nun die allgemeine Regel zu finden, nach welcher 
mau auch eine Function von einer Function difTcrentiiren kam», 
lassen wir in den beiden Gleichungen: 

y — F 00 und »/ - fix) 

die absolut veränderliche Grösse x um das lucrement Ar 
wachsen, alsdann wird auch die unmittelbar von x abhängige 
Grösse 11 ein Wnchsthum Am und, vermöge der Gleichung y-F(u) 
auch die mittelbar davon abhängige Grösse y ein Wachslhum 
A,y erhalten und wir haben dann: 

y + Ai/ * F(m + Au) und u + Au = fix- 1 - Ax) 

Nun lässt sich, wie bei der Ableitung der § 31 aufgestellten 
Formeln bewiesen /"(x + Ax) in eine nach ganzen, positiven 
Potenzen von Ax und ebenso F(u + Au) (indem man einstweilen 
u als absolut veränderlich betrachtet), in eine nach ganzen po- 
sitiven Potenzen von Am fortschreitenden Reihe entwickeln. 
Mnn hat nämlich:* 0 ) 

u + Au =■ fix + Ax) — fix ) + pAx 4- MAx' 2 + • • • • 

Au ^ pAx MAx 2 + (i) 

y + Ay - F(u + Au) = F(u) + p'Au 4- M'Am 2 + • • ■ 

Ay = p'Am 4- M'Am 2 + (a) 


*) Wäre z. lt. y - t» und u — sin x. so wäre g — e»« 1 *. Hätte man 
g — / u und u = x*4- e* 4 - sin * -f . . . so wäre y — l (x»4- e*+sin x+ . . .) &c. 

**) bei z. B. g^u 1 und u — * 5 , so ist: 

u 4 - Au — ix -f ■V r ) 1 — x 1 -- ZxAj 4 - Ax 1 
Au — 2xAx -f- Ax a 

j4-dj=(» T Au) 1 - u J T Sa 1 Au + 3uAu* + Au 1 
Ay 3u 5 . Au - 3u Au 1 4- Au 1 

Ay = 8u* (2xAx + Ar’) 4- 3u (2xAx ■+• Ax 1 ) 1 — . . . . 

Ay = 6u s . xAx 4- M'Ax’ x . . . . 

Ay = 6x* .AxxU'Ax* 4-.... 
dg 6x 4 dx 
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Weil nun über u also auch Am von x und Ax abhängig ist, 
so müssen wir in (2) den Werth von Am aus (1) substituiren, 
alsdann ist: 

Ay = P'CpAx + MAr 2 + M'fpAx -r JIAr 2 -i )* 4 

Ay ~P‘P - Ar + M"- Ax 2 +N" Ax 3 t 

Hier ist also Ay durch eine Reihe nusgedrückt, die, wie es 
sein muss, nach ganzen positiven Potenzen von Ax Ibrtschreitel. 
Die Coeflicienten von p', p, M" - • • ■ sind Functionen von x und« 
oder von x allein, weil, vermöge der gesonderten Gleichung 
h — fX.x~) , m durch x ausgedrückt werden kann. Da nun das 
erste Glied p'pAx dieser Reihe, der Erklärung gemäss, das Dif- 
ferential von y in Bezug auf x ist, so haben wir: 

Jy-p‘p,lx 

Betrachten wir nun dieses gefundene Differential genau, so 
lallt auf. dass der Factor pdx das Differential von der Function 
» ’■ fCx') ist, nämlich: 

du — pdx ( 3 ) 

und dass der andere Factor, der DifTerenlialcoeflicienl von der 
Function 1 / = F(u) ist, so nämlich, als wenn w, statt eine von .r 
abhängige, eine absolut veränderliche Grösse wäre. Denn be- 
trachtet man sie. in formeller Hinsicht, als solche, so folgt aus 
y ~ F («0 

dy -p'- du (4) 

Setzt man nun in (4) für du seinen Werth aus (3), so ist. 
wie vorhin : *) 

dy — p‘ -pdx **) 


33. 

Aus vorhergehendem $ ergiebt sich also der w ichtige Satz, dass 
die in $ 31 aufgestellten sechszehn einfachen DifTerentialformeln 
ausreichen, um darnach eine jede noch so zusammengesetzte 
Function einer absolut veränderlichen Grösse x oder eine Func- 

*) So folgt z. B. au s pH 1 uial « - x-, dass du - Jidj' und dy-<\u“ .iIh 
mithin wieder dy = 3«* . Ixdx — Bx'rfx. 

**) Oder auch, wenn y = F[/(x)], in anderer Schreibart: 

~ F‘|px)l - fix) dx. 
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lion von einer Function y Ff/tx)] zu dilTereuliireii. Man setze 
nämlich einstweilen u stall fix) und diflerentiire dann nur nach 
§ 31, y - FC«) und u fix) , und substitnire in dy — F'(u) • du 
für n und du ihre Werlhe ß_x ) und /'f.r)i/.r. 


34. 

Zur Einübung dieser Regel mögen folgende Beispiele dienen, 
sei: 

1 . 1 / — e' i,lx 

Man setze : *) y - e“. also n = sin x 

so ist : dy — e“ ■ du und du — cos xdx 

mithin: dy - er '"' 1 -cos xdx 


U 


_ *-*• A Vx* 


Man setze: y * e", also u - ox* + hx* 

dy = e“ ■ du und du — (inx 4 — jbx~^)dx 

2 b 


•Lr 


dy = «" ,v *+ ‘ v W;rr +-I— V 1 

W* y x F 
3. y = [/ CI + ’2x - 8x®)® 


Setze: y = wt, mithin: u = 1 + 2a: — 3x® 

dy - fu ä ■ du und du = (2 - 6 x)dx 
dy = S (1 + 2a: — 8®®)* (2 - 6x)</x 


4. y~l f «x* 4- b cos x) 
y - 1 u, jdso m = ox“+ b cos x 
dy und d«-(a«x" ' — bsinx)dx 


dy = 


anx" -1 ^- bsinx 
nx" -f b cosx 


■ dx 


*) Bei einiger Aufmerksamkeit wird man solche Substitutionen selten 
zu Hülfe rufen und z. B. aus y e' in * direct ableitcn, dass dy — »•nm.ensyrfx 
ist. Auch fiir alle folgende Beispiele ist eine .Substitution unnöthig. 
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;». y = sin'"x 

y — k"; « - sinx 
dy-mu m ~ l du ; du - cos xrfx 
dy - m sin”' 'x ■ cos xdx 

6. // = Arc sin i/j _ 2 x 

y = Are sin u; 11 = (1 - 2x) 4 

d H =-4Cl-2x)-»-2<lr*) 

Cl-2x) -4 -dx dx 

dy = 7^ V^2xVl-2x 


7. y = r Are cos 


r — x 


y = r Are cos « 1 ; m = 
r du 


r — x 
r 

dx 


dy-- ~T — ; du t= - 

* 7 l -u a - r 

rdx 


rfy = 


^2 rx-x* 


8. y *= cos"ax 

y = m" ; u — cos ax 
dy = n u'-'du ; du = - sin ax <v/x 
dt/ x-a« cos" -1 sin axrfx 

!). y = /cos"ox 

y-lu; i* = cos“«x**) 

(hl = - - ; du- - an cos" - ' ax sin ax dx 
J u 

dy— — aulgaxdx 


♦) Man hatte hier wieder t» « » 4 , als» » — 1 — 2j- setzen können, 
dann d«= J*~ 4 rf* und rf* = — 2rfx, mithin: du i(i -2 x) -4 . 2</r. 

** i Oder so : y — lu\ u — t* ; r — cos nx 

du — — : Je = — sin irx . ad». 

3 M 

du — »cos »— ■«* . (— sin r»x)adx 
dy — — an tg «x dx 


i 


woraus 
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lo. // = / Are lg mx 


>J 

>'y 


-lu: u -= Are lg nur 

(fu , nulx 

— — : tht- — 

n 1 + m' 1 x' 1 


. nulx 

,y CI + m 2 x 2 ) Are tg nur 

______ * 

11. y = \fl+x-\/\~x* CS 22; 
riy-O - -t 2 )* flQl + x)*+(l + x)‘ r/(l -x 2 )* 

% = (l-x«)* i(l+a:)-*+ci+x;* ä(l-x a )“ 5 (-2x) 


^ (l+x 2 )i 2x(l+x)‘ 

rf.r 2 (1 + x)‘ 3(1 -x 2 / 

fly _ 3 — 4x — x 2 * 

ÄTx 6 (1 + x)‘- (1 -x 2 )4 
* 

v^T+x* 

12 ' ?/ ” (s 24 ) 
v l+x 

v _ 0±f)* rfCi+x 2 )i-ci+x 2 ;i //ci+x)i 

y 1 +x 

fly = Cl +x)t • 4(1 -f x 2 )-i. 2x—(l +x 2 )* • IC I +x)~* 
rix l+x 

/ - O* + 4x - 3) • r4ir 

,y 6(1 + x)^ • (l^+x 2 ^ 


35 a. 


*) Man kann in solchen und ähnlichen Fällen, wie in den 
Beispielen 10, 11 und 12, sich das Diflerentiiren manchmal er- 
leichtern, indem man erst die Logarithmen nimmt, oder umge- 
kehrt. auf die Zahlen übergeht. Beispiele: 


1. 


*/-= 


(1 + x 2 >' 
(1 + x)* 


/y-j/( i +x 2 )-^/(i +x) 


riy J-2 xrix i-ftx 

y l+x 2 l+x 
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</y = 

x' 1 + 4 x — 3 

ydx 

6(1 + /)(! + / 2 ) 

_ 

X 2 + iS — 3 

dx 

6 CI + #)*ü + #*) 5 


2. y-l Are lg mx 
’ - Ar 
t?dy = ■ 


e* - Are lg mx 
mdx 


<ty = 


1 + m* t* 
mix 


CI + Are tg m.r 


ty 

>'y 

ii 


3. y = s* 
x-l x 


Ix ■ fix + 



dy ■= x* • (Ix + ) ) //.r 


Um mechanische Gewandheit und Sicherheit im DifTerentiiren 
zu erlangen, möge man noch die im folgenden Paragraphen sichen- 
den Beispiele machen, und sich dabei erinnern, dass zwei Func- 
tionen, weiche nur um ein constantes Glied verschieden sind, 
nothwendig einerlei Differential haben, so folgt z. B. aus: 


weil 


= und y~-± 


X 

tlx 


x 

dx 


^- (1 — >'y C1 _ x) . 

2. » f = l cos ./•; y — I cos x + sin*# + cos*/ 1 

dy -- lg x • dx ; dy « — tg x • dx 
1 . x 


1 —x 


1 


1 — T 


, und sin*# -4- cos 3 x = I. 


35 b. 

Aufgabe. Mau setze y jeder der folgenden Funclionen 
von x , und bestimme dann die Differentialquolicnlen 
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1 . 2 ax*\jT 

2. 1+1 
X 

21. llx 

22. e‘ i 

3 - U*'-Tx 

23. — — 
sin 2 a: 

4. C« + x)" 

24. /sin x 

5. Ca® -a; 2 ) 2 

25. Ixlcosx 

(>. a + b\/x — 

X 

26. acos*x 

7 ' a 2 +x 2 

27. sinCa + /»^) 

8. l/a»+* s 

28. sin 4 :r — cos 4 a* 

v - a 

cosx 

29. tg 2 x + cot 2 3T 

10. v^a 4 — x 4 

30. sin 2 x + cos 2 .r 

a 

11. -T— 1- 

yi-j:* 

31. e*sin-mx 

X 

V^a 4 +j? 4 

32. tg 2x 

13. 

X 

33. 1 g t mx 

14. v/ 1 “^ 
v l+x 

34. Are siny/ 1 -;r 

15. 1 (o + x) 

X 

35. Are cos - 
a 

16. (x + ^a* ’-+x*) 

36. Arctg- — 

l /o 2 -x 2 

17. / Gr") 

37. Are cot - a 
1 + x 

18. ilx) n 

38. y/ 1 “ cos * 

19. / x - 

0« l X + ' /x l~ at 

t/a 2 + x 2 

x — Vx^ — a* 

20. e u 

40. e‘ VrC!iu - c 


3 
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Auflösung. Man hat für die geforderten DifTerentialquoticnten 
der Reihe nach: 


1. 

2 . 


3. 


4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

!). 

10 . 

11 . 

12. 

13 . 

14 . 


15. 

IC. 


17. 

13. 

19. 

20 . 


5a y'x 3 
x* 

J_ 1_ 

Tx + w 

n(a + x)*~ l 
— 4xCa 4 —x 4 ) 
b c 

iyx ^ x* 

2x 

~~ (a 4 + X 4 ) 4 
_ x- 

v/( a* + x 3 ) 4 
a sin x 
cos 4 x 
4x s 

3\/a 4 — x 4 ) 4 
ax 

^(l-x 4 ) s 
a 4 — x 4 
\ZCa* + s*y 
a 4 

Wa 4 - x 4 
1 

i/Cl -x)VCl +x) 3 
1 

a-tx 

l 

V / « 4 +x 4 

n 

x 

w (/ x)" 1 
x 
a 4 

X (fl 4 4 X 4 ) 

e** 

x 


21 . 

22 . 

23. 

24. 

2 :'.. 


x Ix 
e' T ■ e* 

2a cos x 
sin 3 x 
cotx 
f cos x 


tgx/x 


26. -4acos*xsinx 

27. 5 • cos (a + bx) 

28. 2 sin 2x 


29. 2 (lg 3 x — cot 3 x) 

30. 0 


31. 

32. 


33. 


34. 

35 . 


36. 


37. 


38. 


39. 


10 . 


e'tsin nix + m cos nur) 
2 

cos 4 2x 
2m- lg m x 
cos q mx 
1 

Vl-x 4 

1 

Wa 4 —x 4 
1 

l^a 4 —x 4 
a 

a* + (1+x) 4 
sinx 

Vl _ cos j- 

_ 2 _ 

^x 4 — n 4 

gArc *inx 
1 — X 4 
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Zweites Buch. 

Von den successiven oder hohem Differentialen. Der 
Maclaurin’sche und Taylor’sche Lehrsatz. 


36. 

Wenn eine und dieselbe Function einer veränderlichen Grösse 
F(.r) durch zwei verschiedene Formen ansgedriiekt ist, und welche 
beide Formen also für denselben Werth von x dasselbe Resultat 
geben oder doch, im Fall die eine Form eine unendliche, nach 
ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe ist, 
für jeden Werth von x, für welche diese Reihe convergirt, das- 
selbe Resultat geben, so müssen natürlich auch die Diffe- 
rentiale und also auch die Differential - Quotienten 
beider nur in der Form verschiedenen Functionen 
einander gleich sein. Ist z. B. F(r) - (a + x) 3 , so ist auch 
in anderer Form ausgedrückt: F(.r)- a 3 -f 3a' J jr + .‘t«.r* +.r 3 mithin: 

F(x) = (a + .r) 3 = a 3 + .ia^x + :\ax" + x 3 
diircrcnliirt man beide Formen, so ist nolhweudig: 

F'(x)dx -= 3(<i + x)-d.r = (3a 2 + Gar -f 3x 9 y/x 
und, indem man beiderseits durch dx dividirt: 

F'(-r) = 3(« + xy - 3a 2 + 6n.r + 3.r 2 

Da nun der erhaltene Differential -Quotient F'(j*) wieder eine 
Function von x ist, so kann man diese neue Function F'(j) wic- 

3 * 
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derum wie gewöhnlich differenliiren und erhall dann, nach jedes- 
maliger Division mit i/.r, den 2ten, <‘iten Differential -Quotienten 
der ursprünglichen Function F( jt) , wofür Lagrange die Bezeich- 
nung F"W, F"'W • • • cingeluhrt hat (sprich: Fonction seconde, 
liercc etc.; deutsch: Function zwei, drei etc.). Für obiges Bei- 
spiel ist nämlich: 


F"W = G(a + .r) = Ga + G.r 
F"'W « 6 
F lv W = 0. 


37, 

Die successivc auf einander folgenden sogenannten höhern 
Differential -Quotienten F'W) F"W • • werden auch wohl die 
lste, 2te,- • ■ Abgeleite (Dcrivirte) genannt. Wird einer von ihnen 
eine constantc Grösse, so werden natürlich alle folgenden = 0. 
Sei als zweites Beispiel: 

F W =*'=l+*+^+ T £g+--” 
so ist : F'W = e* = 1 + # + + ■ • • • 


F"W = e*= 1 + x + yy +• • • • 

Hier nimmt das Differentiiren kein Ende. Sei noch: 

FW -= ~ = l + x + X* + x 3 , so ist (§ 31, 8): 


F'W «±4£!+|£? = i + 2* + 3x a 

(1 

V ‘W = 2 + fu: 

F (J)= (!-*)« = b 


F IV W = (> 
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Sei ferner noch: 

jpl 

F(j-) = Are lg ./• = .r — - + — - — + - CAnalys. § 87.) 

F'(-c) =■ , - = 1 - x 2 + x* - x* + - 

1 + x l 

F "(^) = = ~ Z-r + 4x 3 - Cor® + - 

-- =l-2a: 2 + 3x 4 -4x® + 

Es muss also für jedes x, für welches die so abgeleiteten 
neuen Reihen (welche offenbar wieder die Grundform der Ana- 
lysis haben), convergent sind, der linker Hand stehende geschlos- 
sene Ausdruck ihre Summe sein, und man könnte also, was auch 
schon Moivre und Euler gelhan, das successive Differenliiren 
dazu benutzen, um unzählige summirbare Reihen sammt ihren 
Summen zu finden. Wir haben jedoch diese leichte Anwendung 
der Differentialrechnung hier nur beiläufig erwähnen wollen. 


38. 

Ehe wir aber zu andern nützlichem Anwendungen übergehen 
können, müssen wir uns zuvor noch ein paar andere übliche 
Bezeichnungen der höhern DifTerential-Ouotienten merken. 
Nehmen wir als specielles Beispiel an, es sei: 

i/-# 6 , so ist 


Da nun hier der Differential-Quotient ^ wieder eineFunction 

(IX 

von x ist, so können wir sie (ihn) wiederum wie gewöhnlich diffe- 
rentiiren und erhalten fiir den zweiten Differential-Quotienten: 


d(g)~2°*».d* 
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Diese Bezeichnung ist aber sehr unbequem und würde es für 
die folgenden Differentiale und Differentialquolienten noch mehr 
werden. Sie ist deshalb nicht üblich. Man bezeichnet diesen 

(/■;/ * 


zweiten Differential-Quotienten kürzer mit 
obiges Beispiel: 


dx- 


so dass also für 


'Hl 

rix' 1 


= 20x 3 


und wo also die an dem Differential-Zeichen d stehende Zahl 2 
nichts anderes bedeutet, als dass die Function y — x 5 zweimal 
nach einander differenliirt worden.**) 

Für den 3ten, 4len*-- Differential -Quotienten hat man, in 
ähnlicher Bezeichnung: 


*) Die älteste noch vorkonmiende Bezeichnung ist: . 

(fr • 

**) Muu kann sich diese Sache auch noch so zurecht lqgeu: Das erst« 
Differential von 1/ - x 6 ist: dy br'A.r. Lässt mau hierin die absolut ver- 
änderliche Grösse r wieder um dasselbe ccm staute Increment wachsen und 
setzt ar-r^f statt 3*. so wird auch thj ein Increment erhalten, welches man 
einstweilen mit Sdy bezeichnen mag, und wir hal>en dann : 


rfj/-f Ad|jf -ß(jf + 4r) 4 .Jtr + MAx* -f 


jetzt den alten Zustand von dii‘sem neuen subtraliirt: 


Ady —• 2Qjf*.Ax* 4- Müv 1 -f . . . . 


und indem wir von dieser Differenz nur das erste Glied behalten und mit ddy 
oder d“y oder kürzer mit d 7 y bezeichnen , so hat man für das zweite Diffe- 
rential von y — x* : 


d 7 y — 20jr :i .Aj ? oder: 


d l .y — 20a? , .dx* 


l’s 

dx- 


= 20 *'. 


indem wir der Symmetrie halber dx- statt i\x- schreiben. Dassells: bat 
man offenbar kürzer, indem man da* erste Differential dy üx'.dx nochmals 
differentürt und dabei den Factor dx als couatailt bctrachtcl . nändich : d 7 y- 
• 2 <)r'.dx , . Ferner d 3 y — 60* , .rf*' etc. 

Es ist klar, dass durch eine gegebene Function y=>F'(*l nicht allein das 
erste, sondern auch alle hohem Differentiale, (Differential-Quotienten) vollkom- 
men l>estimmt sind. 
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d 3 q 

iix* 


60 X* 


d*y , „ 

Auch werden noch die auf einander folgenden Diflerenlial- 
Quotienten, Kürze halber, manchmal mit dem Buchstaben //, q, 
r- ■ bezeichnet, so dass also, wenn allgemein: 

tj = F(^) 

ist, in allen drei verschiedenen Bezeichnungen: 

<iy 


rtx 


= F'(.r) =/> 




39. 

Maclaurin’sche Lehrsatz. 


Die im Vorhergehenden gezeigte snccessive Differentiation 
brachte Muclmirin auf den nahe liegenden Gedanken, dadurch 
jede Function, FCr), welche dazu geeignet ist, in eine gesetz- 
massige Reihe zu verwandeln. Um diese leichte Anwendung der 
Differentialrechnung zuerst an einem hesondern Beispiel zu zeigen, 
möge F(x) *= sin (_a + bx) die Function sein, welche in eine nach 
gauzen positiven Potenzen des veränderlichen Bogens x fort- 
schreitende Reihe verwandelt werden soll. Wenn die geforderte 
Reihe existirt, so kann man sie, sagte Mac Laurin, von der frucht- 
baren Methode der unbestimmten Coefficienten profilirend, erst 
fingiren. Man setze also: 

(O F(>) = sin (« -i- bx ) = A + B,r ■+ Cx * + D.r s + Ej- 4 + - • • • 

Sucht man jetzt, um A, B, C - • • • zu bestimmen, die auf ein- 
ander folgenden Differential-Quotienten, so hat man nach und nach: 

OO F'(.r) = b ■ cos(a + bx') = B -r 2Cx + üD-r' 1 -r 4Er 3 + 

(i) F"(j) = - 6® sin (« + bx)— 2C+2 -8D;r+3-4&r* + • • 

( 4 ) F‘"(x) — b 3 cos (« + bx) — 2- 3D + 2 • 3 • 4kr + 

(O F ,v (:r) = b* sin Ca+ bx) - 2-3-4E + 
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Setzten wir nun in sämintlichen Gleichungen (1), 
x = 0, so müssen beiderseits gleiche Resultate kommen. Die 
erste Gleichung bestimmt dann den Coetticienten A, die zweite 
den Coeßicienten B etc. Es ist nämlich fiir x — 0 in üblicher 
Bezeichnung*): 

CO F(0) = sin a = A 
CO F'(O) = 6 • cos a = B 

Ca) F"(0) = — b- sin a = 2 C, woraus: C 
CO F"'(0) = — b 3 cos a = 2 -SD, „ D- 

CO F ,v (0) = b 4 sin o = 2 • 3 • 4E, „ E 

Es ist mithin: 

6’ sin a , b 3 cos a , 

sin Co + bx) = sin a + b cos ax — x 4 — - - g -- — x 3 + • ■ 

Das Gesetz dieser Reihe tritt klar hervor. 


b- sin a 

F"(0) 

1.2 

1-2 

6* cos a 

F"'(0) 

1-2-3 

~ 1 • 2 • 3 

b 4 sin a 

F ,v (0) 

1-2-3-4 

1 • 2 -3 • 4 


40. 


Lässt sich also eine Function einer veränderlichen Grösse, 
F(x), in eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe verwan- 
deln, so muss man in F(x) und allen Derivirten F'(x), F"(x) • • ■ • , 
x = 0 setzen, und hat dann allgemein: 


F(x) «= F(O) -i- F'(0) ■ x + 


F"(0) 

1-2 


x 4 + 


F"*(o) 
1 • 2- S 


und dies ist nun, in üblicher Bezeichnung, der erwähnte Mac- 
laurin’sche Lehrsatz.**) 


*) Wäre ’i. B. F(x) = x 2 — 8x + l, so bedeuteten F(0), F(l), F(2) . . . . 
die Wertlie, welche diese Function * ! — 3x 1 liir x = 0, 1, 2.... hat, so 
dass also hier F(0) = 1 ; F(1 ) = — 1 ; F(2) = — 1 ; F(3) = 1 ; F(4) — 5 etc. 

**) Nach einer Bemerkung von Hoigtto . hat weder Maclaurin noch Stir- 
ling, sondern Taylor zuerst diese Formel aufgcstellt. Sie wird jetloch immer nach 
Maclauriu benannt, der sie Pag. 610 seiner «treatise of tluxions» mittheilt. 
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41 

Aufgabe. Die Function Are (sin = X) in eine Reihe zu ver- 
wandeln, die nach Potenzen vom sinus des Bogens fortschreitet. 
Auflösung. Es sei, wenn eine solche Reihe existirt: 

Are sin x = a + bx + ex" + <fx 3 + ex* + fx*-\ ( 1 ) 

1 

so ist § 27 : — ~ - b + 2cx + 3 (tx' t + 4ex 3 + bfx* + (i) 


Die fernem Differential-Quotienten werden hier sehr compli- 
cirt. Man thut jetzt besser die Hülfe der Analysis zu benutzen 
1 

und = O -x*)~* nach dem binomischen Lehrsatz zu ent- 

wickeln. Thut man dies, so ist (Analysis $ 71): 


1 

t/l-x* 


l+lx* + ^x* + 


1- 3-5 

2- 4-6 


x* + 


CO 


Setzt man jetzt x-O, so giebt die erste Gleichung Are sin 0 — 
a = 0. Da ferner die beiden Reihen (2) und (3) für jeden Werth 
von x einander gleich sein müssen, so hat man: 


6=1; 2c = 0; 3 r/=i; 4e = 0; ’>f 


1-8 

2-4 


etc. mithin ist: 


Are sin x 


x+ i 


£» lj_3 
3 + 2-4 


x» 1- 3-5 
5 + 2-4-6 



Diese Reihe ist convergent von x = 0 bis x = ±l. Setzt man 
Arcsinx«=u, mithin x = sinw, so ist in üblicher Schreibart: 


. sin 5 h 13 sin® u 
u = 8init + i .__ + _._ + 


Nimmt man z. B. si nu-i, so ist n = ^ mithin: 

D 

n . . 1,1-3 1 

6 “* + *' 8 - 2 * + 2-4 ‘ 5 - 2 ® + 


Auf verschiedene Ausdrücke für die Zahl n kömmt man in 
der hohem Mathematik sehr häufig. 

4. 
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42. 

Prämisse. Hat man irgend eine Function von einer zwei- 
Iheiligen Grösse F(« + «), sie möge in eine Reihe entwickelt 
sein oder nicht, so ist cs, was den DifTerentialquoticnten dieser 
Function anlangt, ganz einerlei, ob man den ersten Theil a oder 
den zweiten Tlieil « als veränderliche Grösse betrachtet.*) 

Um die Richtigkeit dieses an sich klaren Satzes noch an ein 
paar speciellen Beispielen zu zeigen, sei: 

( 1 ), y - (a + £) 4 = a* + 4a 3 « + 6a®«* + 4a« 3 + «* 

Betrachtet mau nun « als veränderlich und « als constant, 
so ist: 


dy 4 (a + «)» du = (4 a 3 + 12a'« + 1 2a*' 1 + 4 « 3 )4a 

Np- 4 Cu + «) 3 4 ( a 3 + :1a 1 « + 3a« 1 + « 3 ) 

Betrachten wir dagegen u als constant und « als veränder- 
lich, so folgt aus der Gleichung (1) 

(fi/ 4 (a 4- «) 3 dt (4a 3 + 12a 1 « + 1 2a« 1 + 4€ 3 )f(« 

(■^) = 4 (a + «) 3 - 4 (a 3 + 3a 1 « + 3a« 1 + « 3 ) 

also in beiden Füllen die Diflercntial(|uotienten einander gleich 
Wäre (Analysis § W>) 

(»), !/ - sin (x + a) * (a + «) - + - • 

so ist, einmal in Bezug auf a und einmal in Bezug auf « 
difTerentiirt, 

® = C °s(«+«) 

C!)=- c <* <■«+«) 

*) Es versteht sicli, dass in K (a+ «) die Grössen « und « nur in der 
1 steil Potenz und mit gleichen Coellicienten Vorkommen. Also nicht etwa : 
(a 2 + « 2 ) 4 *c. 

**) Dnrch die Klammer wird, nach Euler, angedeutet, dass die Func- 
tion, nämlich y , in Bezug auf a differentiirt worden. 

* 
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3. y = e r ~“ = e'-e“ = + a + • ■ •) 

y = e' + e'ct + e J • — - + 

Cs)’ e '( lT “ + ri + •■••) 

Ist ganz allgemein : y — F (a + S), so ist nothw endig 


43. 

Taylor* Lehrsatz. 

Ist allgemein F(jr) irgend eine Ftinclion von x , so ist im 
Vorhergehenden gezeigt (indem wir alle Arten Functionen ein- 
zeln durchgenommen liaheiO dass, wenn man der veränderlichen 
Grösse x ein Wachsthum « heilegt, wir dann die Function der 
zweitheiligen Grösse, nämlich F(x+«) immer in eine Reihe 
entwickeln können, von welcher das erste Glied die Function, 
F(x), seihst ist und die übrigen nach Potenzen von « fortschreilen, 
so dass nämlich: 

F(jr + «) F(jr) + pa -i Mu 9 + Na 3 + Da“ 1 + (i) 

und wo, wie wir schon wissen, die CoefTieienten p, M, N---- 
Functionen von x sind. Auch ist der erste von ihnen schon be- 
kannt, nämlich p — F(x). Es handelt sich jetzt darum, auch die 
übrigen CoefTieienten M, N, •••■ zu bestimmen, welches zur voll- 
ständigen Kcnntniss der Reihe erforderlich ist. 

Da nun diese Reihe die Entwickelung einer Function von der 
zweilheiligen Grösse, x-t-u, sein soll, so müssen, für diejenigen 
Werthe von x und «, für welche die Reihe, im Fall transcen- 
dent, eonvergent ist, zufolge § l-J, die DifTerentialquotienten, in 
Bezug auf x und « genommen, einander gleich sein. Dies führte 
nun Taylor auf den nahe liegenden Gedanken, die nur vorläufig 
fingirten unbestimmten Coefflcienten p, M, N,---- durch einfache 
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Differentiation zu bestimmen. Differentiiren wir nämlich die Glei- 
chung (1), indem wir x als veränderlich und a als constant be- 
trachten, so linlien wir:*) 

F' x (x+ a) = F'(j?) 4^)- + W 

Differentiiren wir dagegen die Gleichung (1), indem wir jetzt 
umgekehrt x als constant und a als veränderlich betrachten, so 
haben wir (weil F(x), p, M, N---- kein a enthalten, also auch 
ihre Differentiale in Bezug auf a, - 0 sind): 

F'«Cx + a) = p -f 2Ma + 3N- u* + 4Q- a* + CO 

Da nun [weil, §4 2, F' x (x + er) = F'«(.r + a)] beide Reihen 
(2) und (3) für jeden Werth von a, für welchen sie convergent 
sind, einander gleich sein müssen, so hat man: fAnalys. $ 64) 

p-F'(x), was wir schon wissen. Ferner: 


2M-| 

(t)- 

<1 F'(^) 
itx 

— F"(x) woraus: M - 

F "(x) 
1 2 

3N =| 

li 

fji 

//• ¥“(*) 
1 -2 (Ix 

F"‘(x) N 

“ 1-2 ” 

F"'(x) 
1 ■ 2 • 3 


u. s. w. 

Es ist mithin ganz einfach und allgemein: 

F'(x) , F"(x) , , F'"(x) , 

■ cc a 1 H 

1 1-2 1-2-3 


oder, indem w ir wieder Ax statt a setzen, in üblicher Schreibart : 

A r * Ar 3 Ar 4 

F(x+Ax)=F(x)+F3x)Ax+F''(x)- — -t-F"‘(J) -— ,+F lv ( - 


und dies ist nun die merkwürdige und höchst wichtige Taylorschc 
Reihe, von jetzt an das Fundament der ganzen Differential- 
rechnung. 


*) Durch F‘ x wird augedeutet, dass in Bezug auf x differentiirt worden. 
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Anmerkung. Setzt man x = 0 und a-x , so hat man wie- 
der die Maclaurische Reihe, als spcciellen Fall der Taylorschen. 

44. 

*) Folgender Zusatz zu dieser Ableitung der Taylorschen 
Reihe wurde uns gelegentlich von Gauss mitgetheiit: 

Man kann die Sache noch von einer andern Seite betrachten. 
Liegt nämlich eine gesetzmässige Reihe, wie: 

F(.r) + F‘(x) • « + F"(*) • ^ + F" V) • ■— ^ + • • ■ ■ 

vor uns, so müssen wir auch umgekehrt ihre Quelle (Summe), 
d. h. die Function, aus welcher sie entsprungen ist, und die wir 
jetzt nicht kennen wollen, wieder herstellcn können. 

Man setze die zu findende unbekannte Function - U und in 
der Reihe selbst, y — ct statt x, was erlaubt ist, so ist: 

U=F(y-«)+a F'(y-«)+^ F''Cff-«)+ T ^ F "'<>-«)+••• 

Betrachten wir in dieser Gleichung a als eine veränderliche, 
von y unabhängige Grösse und y als constant, und suchen den 
DifTercntialquotientcn in Bezug auf a, so ist: 

-V‘dy- a -)-aV‘‘Qy-cO--~ F ) 

+ F'Qr— «)+«F"(0— «)+-^ .F'"0,-«)++ J 

Es ist also = 0. Dies zeigt uns, dass die zu findende 

Function U von der Grösse a ganz unabhängig, mithin eine blosse 
Function von y, also U = F (y) ist. Nun ist aber y — a - x, mit- 
hin y-x-ra, folglich U = F(x -f «). 

46. 

Bei der Anwendung der eben entwickelten Taylorschen Reihe, 
welche, so lange man in der stetigen Function F(x) die absolut 
veränderliche Grösse, wie bisher geschehen, ganz unbestimmt 
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lässt, immer möglich ist, kann der Fall eintreten, dass für spe- 
ciclle Werlhe von x, die aus der stetigen Function F(x) fol- 
genden DifTercntialquotienten unendlich (unstetig) werden. So 

x 

ist z. B., wenn F(x) = Vx*-n 2 , also F'(x) = — ft g » 

o* 

F"(x) ~ — - — s^r&c. nach Tavlor’s Theorem: 

(x* - «*)« 


V^x-f Ax) 2 -n 5 ~V / x 2 -a 2 + 


— .ax- - 

l/x 2 -a 2 (x*-a 2 )« 


Ar » 
[ 2 


und man sieht, dass für jeden Werth von x>o, nicht nur die 
ursprüngliche Function Vx 2 — n' 1 , sondern auch säinmtliche Diffe- 
rationalquotienten stetig sind. Für den specieUen Werth von 
x-a aber werden sümmtliche Diflcrcntialquotienten unendlich. 
Woher rührt diese Unterbrechung der Stetigkeit in den Difleren- 
tialquoticnten? 

Um den Grund cinzusekcu, warum dieser Ausnahmefall hier 
just für x = o cintritt , beachte man, dass die Function: 
l/(x + Ax) 2 - ö», wenn wir darin x den Werth a beilegen (in- 
dem es einerlei sein muss, ob man dies vor oder nach der Ent- 
wickelung dcrsolben in eine Reihe, thut) sich int / (a + Ax) 2 — a 2 
= (2aAx+Ax 2 ) 4 verwandelt. Dieser letztere Ausdruck lässt sich 
nun aber nicht in der geforderten, nach ganzen positiven Po- 
tenzen von Ax fortschreitenden Form entwickeln, indem offenbar: 


(2flAx+Ax*)M2flAx) 4 ^l Ax^l+J-^-~ , ^j+...j 


V / 2aAx+ Ax 2 * (2a) 4 ■ Ax 4 +■ 


2(2a) 4 


■ Ax» — H • 


Diese Reihe enthält also gebrochene Exponenten, einen Ver- 
stoss gegen die Form. 


46 . 

Wir bemerken hier ein für allemal: |. Dass die Differential- 
rechnung sich nur mit stetigen Functionen beschäftigt und dass 
namentlich bei Anwendung der Taylorschcn Reihe, nämlich: 

7 » '! Aj 3 

F(x- Ax)^Fx + F'x- Ax + F"(®)* — r+F"Tr)- -7 — — r + • ‘ • 

1 • 2 1 • • o 
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dieselbe auf soiehe Werlhc von x beschränkt werden muss, für 
welche nicht ullein F(x), sondern auch sämmllichc Derivirlcn 
F'(x), F"(x)--- stetig sind, und alsdann findet die Reihe, wie 
wir gesehen, immer Statt. 

: i . Tritt eine Ausnahme ein, welches nur für ganz specieile 
Werthe von x der Fall sein kann, so kann auch die Differential- 
rechnung, wenigstens unmittelbar, keine Dienste leisten, und die 
Taylorschc Reihe, durch die Unstetigkeit der Differential-Quo- 
tienten, nur darauf aufmerksam machen, dass man einen solchen 
besonderen Fall auch besonders zu discutircn hat. 

3. Wird in der Taylorschen Reihe für einen speciellcn Werth 
von x, von irgend einem Gliede an, ein Differentialquotient un- 
endlich, so werden cs auch alle folgenden. Denn bezeichnet Q 

p 

eine Function von x, welche lür x- u. Null wird und F (l0 x==r 


irgend einen » ,,n Diflcrenlialquotientcu, welcher also für x-a 
also Q •= 0, unendlich wird, so muss auch der folgende Differcn- 

tialquotient, nämlich F* +‘(x)~ — ^ — — jo werden, weil offen- 
bar für denselben Werth von x, für welchen der Nenner Q - 0 
wird, auch alle hohem Potenzen von Q, - 0 werden. 

4. Sind alle Derivirlcn von F(x) stetig, so kann man Ax 
immer so klein annehmen, dass die Taylorsche Reibe, wenn auch 
transcendent, doch nothwendig eonvergent sein muss. Denn sei 
a der grösste Coefficient in der Reihe, so wird, wenn man auch 
allen Gliedern diesen Coefficienten beilegt, die neue Reihe 


A T *— ] 

<iAx+aAx®4- • • • + aAx"~‘ => a — — - 

Ax-1 


a aAx" 

1 — Ax 1— Ax 


schon für jedeu Werth von Axel eonvergent, um so mehr also 
die Taylorsche Reihe (Analysis § Gl). 

5. Man kann in der Taylorschen Reihe das Iucrement Ax 
immer so klein aunchinen, dass jedes Glied, welches nicht Null 
ist, immer grösser wird, als die Summe aller folgenden. Ist 
z. B. (bei stetigen Differential-Quotienten) der l* 10 , F'(x), nicht 0, 
so braucht man Ax nur so klein zu nehmen, dass 

Ar» Ajj3 

F'(x)Ax > F"(x) -j-j + F'"(x>- t 2 ;i + oder: 

F'(x)> Ax^-^-^- + F'“x-Ax+* • ■ \ 
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was offenbar immer möglich ist. Wem dies nicht unmittelbar 
einleuchtet, der lege jedem Coefficienlcn der eingeklammerten 
Reihe den Werth des grössten (fl) darin, bei, so kann man A.r 
so klein nehmen, dass selbst noch: 


Ax-a(l 4- Ajr + Ax- +•••■) 

1 — A r » 

Axa- — < F'(^) 

1 — Ax 

Ax Ax* + ' F'(j) 

1 - Ax 1 - Ax a 

und ob n endlich oder unendlich, selbst noch: 

Ax F'x 

1 — Ax a 


man braucht also nur Ax < 


F'(g) 
a 4 F'(^r) 


zu nehmen. 


47. 


Hat man also irgend eine Function einer absolut veränder- 
lichen Grösse, y = F(x), und wächst x um das Increment Ax, so 
stellt lur jedes x, für welche sümmtliche Differential-Quotienten 
stetig sind, die Taylorschc Reihe: 

Ar2 

y + Ay = F(x) 4 F'(.r) • Ax 4 F"(x) • -y-y 4 

den neuen Zustand der Function, so wie das sehr merkwürdige 
Gesetz, nach welchem er aus dem alten hervorgeht, in klarer 
Uebersicht vollständig dar. 

Achten wir hier auf die Bedeutung der successiven Differen- 
tial-Quotienten und ihre rcspecliven Mitwirkungen, den neuen 
Zustand der Function aus dem alten zu erzeugen, so ist zuvor 
klar, dass, wenn der l Mc Differential-Quotient positiv ist, die 
Function das Bestreben hat, zu wachsen, und umgekehrt, wenn 
er negativ ist ($ 46, 5). 

Man kann deshalb, wenn man will, den l" rn Differential- 
Quotienten F'(x) nicht unpassend das Bestreben der Func- 
tion nennen (zu wachsen oder abzunehmen, je nachdem er 
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positiv oder negativ ist. *) Weil nun aber F'(x) wiederum eine 
Function von x ist, so ist dieses Bestreben nicht constant. son- 
dern mit x veränderlich.**) 

Wäre für einen specicllen Werth von x dieser 1"' Differen- 
tial— Quotient, F‘(x), = 0, so ist auch das Bestreben zu wachsen, 
= 0 und die Function ftir diesen Werth von x gleichsam stationair. 

Da nun, ausser dem CocfTicientcn F'(x) auch die folgenden 
F"(x), F"'(x) etc. auf das Wachsthum der Function influiren, so 
könnte man wieder den 2"‘ n Differential-Quotienten das Bestreben 
vom Bestreben nennen etc. 

Der r lc Theil dieses Salzes lässt sich geometrisch versinn- 
lichen. Wir können nämlich der grösseren Anschauung halber 
den Verlauf der Function y-F(x), eben weil sie stetig tliesst, 
immer conslruirt und bildlich durch eine krumme Linie darge- 
stellt denken. 

Sei deshalb AI’ = x ; MP = y, 
l’Q = Ax, NQ ~ y + A y. 

.In der Taylorschen Reihe 

Ar 2 

•Ax+ F"(x)- — + • •• 

ist nun, wie in der Einleitung (§ 11) gezeigt, der 1’" Differential- 
Quotient F'(x) die trigonom. Tangente des Bcrührungswinkels t. 
Ist also dieser 1*** DifTerential-Quotient F'(x) C= l gO positiv, so 
ist offenbar der Winkel r spitz und die Ordinate MP wachsend. 
Umgekehrt ist es im Punctc V. 



y + Au = F(x) + F'(x) 


48. 

*) Die in der Taylorschen Reihe 

Ar * 2 

y + Ay = F(x) + F'(x) • Ax + F"(x) •—+••• 


*) Es ist auch hiernach einleuchtend, dass die Differentiale aller Func- 
tionen, wie z. B. cos x, cot x, Are cos x etc., welche mit wachsendem x 
abnehmen, noth wendig negativ sein müssen. 

**) Nur in dem einzigen Falle, wenn F(x) — «x -f A. also F'(x) = a, ist 
dieses Bestreben constant und das Wachsthum der Function (=a.Ax) dem 
In cremente Ax einfach proportional. 
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auf F(x) folgenden Glieder, welche das Wachsthum, NR 
der Function von x bis x + Ax darstellen, nämlich: 

/Vr*2 

Ay - F'(x) Ax + F"(x)- ■ ■ ^ +• • • • 


lassen sich folgcndermaassen in ein Glied zusammenziehen (gleich- 
sam snmmiren). 

Zwischen den beiden Punclen M und N muss es offenbar 
einen so gelegenen Punct m geben, dass die durch ihn gedachte 
Berührungslinie 1 1' mit der Sehne MN parallel läuft und folg- 
lich mit der Abscissenlinie einen Winkel bildet, dessen trigon. 


NR A y . 

Tangente^ w = - .st. 


Die Abscissc Ac dieses Punctes m 


lässt sich andeuten, indem wir zu AP — x noch ein Stück von 
PO = Ax hinzulegen. Bezeichnen wir dieses Stück Pc mit Ö-Ar, 
wo Ö ein echter Bruch ist, so ist die Abscisse des in Rede 
stehenden, zwischen M und N liegenden Punctes m, nämlich: 
Ae = x 4- ÖAx und die Ordinate me = F(x 4- ÖAx) und mithin die 
trigonometrische Tangente des Winkels NMR auch = F'(x 4- ÖAx). 
Daher gewiss: 


=F'Or + 0Ax) folglich auch: 


A y = Ax • F'(x + ÖAx) mithin : 


Ax • F'(x 4- ÖAx) = F'x • Ax + F"x- 


Ax® 

"rnr+‘ 


Es existirt also immer ein, wenn auch nicht näher angebbarer 
echter Bruch ö, so, dass (jetzt von der Hülfsfigur abstrahirt) 
allgemein : 

F(x 4- Ax) = F(x) + Ax ■ F'(x 4- ÖAx) 
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Drittes Buch. 


Tangenten an Orthogonal- und Polarcurven. 


49. 

1 . Orthogonal - Gleichungen. 

Das schon in der Einleitung besprochene und ehemals sehr be- 
rühmte Problem der Tangentenzichung, welches wir jetzt wieder 
aufnehmen wollen, lässt sich nun durch Hülfe der Differentialrech- 
nung leicht vollständig lösen. 

Sei nämlich ganz allgemein: 

y = F(x) 

die gesonderte*) Function einer krummen Linie, der Bogen HG 
ein Stück derselben und MO, //) der gegebene Bcrührungspunct. 

Wir lassen nun (vergl. §§ 7, 8) die Abscisse AP = x um das 
Stück PQ=MR=Ar wachsen, dann ändert sich auch die Ordinate 
MP um das Stück NR = A y und wir haben dann für diesen 
nguen Zustand der Ordinate, nach dem Taylor’schen Lehrsatz: 


oder : y + Ai/-y + *^- Ax + M Ax* + 


*) Oie nicht gesonderten (verwickelten) Functionen wenlen wir später he 
sonders betrachten. 

4 * 
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Mithin für das Wachsthum der Ordinate: 


. du Ax* 


Denken wir uns nun durch die Puncle M, N eine Secanle SS' 
gezogen, so ist die trigonometrische Tangente des Winkels, den 
sie mit der Abscissenlinie macht, gegeben durch: 

A y du iXc Ax 4 

+ M • - — - -t- K • — r-+ 


Dreht sich nun die Secante SS' 
um den Puncl M, bis der Punct N 
mit M zusammenlallt, so kömmt sie 
in die Lage der Berührungslinie TT'. 
Aus vorstehender Gleichung fallen 
dann aber (weil Ax bei dieser Drehung 
der Secante bis zu Null convergirt) 
alle Glieder rechter Hand, bis auf 

das erste ~= F‘(s) weg.*) Die trigonometrische Tangente des 

Berührungswinkels r ist also nach den § 8 aufgestcllten Gründen 
gleich dem ersten DilTerentialquoticnten. In Zeichen: 



du ** 
tg x = ~J~. 

6 dxt 


cot X ■ 


rix 
dy ’ 


dy 

*) Aus diesem Grunde, weil liier nämlich nur die Grenze ^ gesucht 




wird, welche der Quotient ^ erreicht, iudem Ax mid also gleichzeitig auch 


Ay bis zu Null abnehmen, und deshalb alle in Ax multiplicirten Glieder 
rechter Hand wegfallen , kommt auch die Convergcnz der Reihe und über- 
haupt der Taylor'schc Lehrsatz hier gar nicht in Retracht. Das Problem der 
Tangenten verlangt nur die Kenntuiss des ersten DifTerentialqnotienten. Und 
dieser, er möge für einen bestimmten Werth von x endlich oder unendlich 
seüi , giebt immer richtig die trigonometrische Tangente des Berührungs- 
winkels r an. Ist dieser erste Ditferentialquotiynt unendlich, so ist r = 90 4 , 
die Tangente steht senkrecht auf der Abscissenlinie; ist er =0, so ist sAicli 
r = 0 ; die Tangente geht parallel mit der Abscissenlinie etc. Die Bemerkung 
1, § 46 ist nur bei Anwendung des Taylorschen Lehrsatzes zu beachten. 

**) Will man die durch den gegebenen l’unct Jl(x, y) gehende Berührungs- 
linie durch ihre Gleichung ausdriieken, so seien « , € die Coordinaten ei- 
nes beliebigen Pinictes derselben, dann ist: (Höhere Geometrie § -14) 


£ — V = (« — X~) tgx, oder: 
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Aus den rechtwinkligen Dreiecken MPT und MPN', in welchem 
letztem der Winkel N'MP offenbar = r ist, erhält man nun leicht 
die Subtangente, Subnormale, Tangente und Normale. Es ist 

nämlich C höhere Geometrie S 44, 6)— = cotr, oder — ^ 

y y dy 

(t X ( ff Js \ ' 

woraus S, = y-^. Dann T* = y* + y 2 [jfyj > woraus: 


Ferner S« = y tg v = y ~ und dann: N = y \ 1 Oder 

verkommenden Gebrauchs halber zusammengestellt: 

T =»V<): 


c dx 




50. 


Aufgabe 1. Eine Berührungslinie an die Parabel zu ziehen, 
deren Gleichung: 


y = t/ax 


Auflösung. Man hat hier zuerst: 

tly _ «* dx 2x 4 

2ort ’ r/y a 4 


Für x = 0 ist » . Die Berührungslinie am Scheitel der 
Parabel steht also senkrecht auf der Achse. Ferner ist nach den 
obigen vier Formeln; wenn man darin für^, i^) elc - ihre au ^ 
die Parabel bezüglichen Werlhe subslituirt: 
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dx 


2a** 


1\Jx 


s < = y •^=y^r=^ <Mr -^r” 2 * 




t/a 


„ //«/ rt* 

s^y-dx-y 2^r 




T => yV/l +(^n) =^0 x ^1+ */nx + 4X 2 

N =- y \/ 1 +(^)*= t/flx • V/ 1 + ^ " 4/cu: +i a ' J 


Aufgabe 2. Eine Tangente an die Exponentiallinie zu ziehen, 
deren Gleichung: 

« = e*' 

J 4 

Auflösung. Man hat hier zuerst: 

dy _ dx 11 

dx y ’ dy e r y 

Für x - 0 ist ~j— = I , die Tangente schneidet die Abscissen- 
linie unter einem Winkel t = 45°. Ferner ist: 

c (fx 1 , 


«Ä. 

dx 


S * = y'£ = fpy 5= * ! ‘ 


T =i i V 1+ (^) ~9\/ l+ ^r ==V 1 +J/ 2 =v 1 

N = jr \J 1 + 0 ^ *=y- V I +»/' 2 = e t -V / 


tc l 


I +e y 


Die Subtangente ist also für alle Puncto dieselbe, gleich der 
Liniarcinheit, welche bei der Construcliun der K.\ponenlia!linien 
zu Grunde gelegt wird. 
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Aaymptoten. 

ÖL 

*) In der hohem Geometrie (§ 5C) ist bereits erklärt, dass 
eine gerade Linie, welche sich einer krummen immer mehr und mehr 
nähert, ohne sie jedoch je zu erreichen, eine Asymptote derselben 
genannt wird. 

Ist nun die gesonderte Function zweier veränderlichen Grössen 

U - F(x) 

gegeben, so kann man mit Hülfe der Differentialrechnung aus 
dieser Gleichung in der Regel leicht finden, ob die entsprechende 
krumme Linie eine oder mehrere Asymptoten hat und zugleich 
auch ihre Lage bestimmen. 

Angenommen, es sei BMN 
ein Stück der krummen Linie, 
DS ihre etwaige Asymptote, 
D und E ihre zu findenden 
Diirchschnillspunctc mit den 
Coordinalenachsen. 

Denkt man sich durch einen 
Punct M O, y) eine Beriilt- 
rungslinic MT gezogen und 

dann den Rerührungspuncl M immer weiter über N hinaus ge- 
rückt, so werden auch die Durchschnittspunctc T und C immer 
näher an D und E rücken, ohne sie für x- « überschreiten, ja 
selbst nicht erreichen zu können. 

Man hat also nur die beiden Linien AT und AC als Functionen 
von x auszudrücken und zuzusehen, ob diese Linien für x= oc 
(vorausgesetzt, dass // nicht imaginair wird) endlich bleiben oder 
unendlich werden Im erstem Fall giebt es eine Asymptote, im 
andern Fall keine. Wird die eine Linie endlich, die andere un- 
endlich, so geht die Asymptote mit der einen Coordinatcn-Achse 
parallel. Werden beide Linien, für gleichzeitig Null, so 

geht die Asymptote durch den Anfangspunct. Da aber dieser 
eine Punct die Lage derselben nicht bestimmt, so muss man in 
diesem Falle die Grenze des Berührungswinkels r (nämlich 

tg v - suchen. 
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Da nun AT = S ( - x und AC = AT • ^ , so hat man (§ 4 9) 

KT dx 

AT »= y ■ — x 
dy 


AC = y — x 


dy 

tix 


dy 


Hierin sind // und ~ Functionen von x. Subslituirt man diese 
dx 

Functionen und setzt dann x x , so findet man die Grenzwerthe 
von AT und AC. 

Beispiel 1. Es sei die Gleichung der krummen Linie 


y =— v^-o* 


so ist hier: -r- = 


dy "... 


dx ° \/x* — o* 


, mithin: 


AT -- 


r-4 -nl 


- — X = — 


in b . r b ab 

AC 1 — — 1/ — n , ~ 53 ~ z 

a « V^-a® 

Beide Linien werden lur x = x gleichzeitig Null. Die Asymp- 
tote geht also durch den Anfangspunct. 


Aus 


b 


•"-VisesrT-vrg) 


* folgt aber, lur 


.c - x und mit Berücksichtigung des doppelten Vorzeichens 
lg t = + — , wodurch die Lagen beider Asymptoten bestimmt sind. 


Es sei die Gleichung der krummen Linie 


o® „ 

y = x-\ h2a 

x 

. . dy fl 1 

so ist: ~r = 1 , 

dx x l 

AT c-- = ; AC =■ f- 2a 

x—a i a x 

x 
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Für x = ao ist: AT = 2a und AC = 2a 

Für y =• x ist : x = 0 ; AT - 0, AC — <x 

Um also keine Asymptote zu verfehlen, muss man in den 
Ausdrücken CO und (2) nicht allein x =■ w, sondern auch 
y = x setzen. 


Die beiden Zeichen oder Differentiale ifx, <ly, welche bisher 
immer nur verbunden, als ein einziges Zeichen, ~ zur Bezeich- 
nung des l' 1 *" Differential-Quotienten in den entwickelten allge- 
meinen Formeln Vorkommen, werden, des bequemem Schreibens 
halber, manchmal von einander geschieden und in der Rechnung 
mit andern Grössen verflochten. Dies ist offenbar deshalb erlaubt, 
weil die Differentiale, wenn auch unbestimmt gelassene, dennoch 
wirkliche, in bestimmtem Verhältnis zu einander stehende Grössen 
sind. CS 13, Rdkg.) Es ist aber einleuchtend, dass eine solche 
Scheidung nur eine scheinbare sein kann, und dass, wenn durch 
arithmetische Operationen das eine der beiden getrennten Zeichen 
dx, ily eliminirt wird, das andere allein in den Formeln keinen 
Sinn mehr haben würde und sich nothwendig von selbst mit 
eliminiren muss. 

Wir nehmen zur Erläuterung die allgemeine Formel für die 
Normale an einer krummen Linie, nämlich: (§50 


N =ir %/> + 


ar 


Dieser Ausdruck lässt sich erstlich auch so schreiben: 
N - y \J 1 + oder auch 


so : 


M \J dx 1 + dy 1 

J dx 

Ist nun z. B. y = \/ax die Gleichung einer krummen 
Linie, also dy-\K/- dx und substituiren wir in vorstehender 

* X 

Formel, um daraus dy zu eliminiren, seinen Werth 4 1 /- • dx, 

* tT 

so erhält man: 
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N = j/ - 


s/ tlx *+i^ dx ' ' 1 + i^ 


dx 


t/x 


N = y \/ ^ = VVr + in ,J 


Ebenso folgt aus lg r «lass (Trigonometrie § 100) 

(IX 


•iy 


<lx 



•Jy 

\/'lx* + rty* 


Man sieht also, «lass man mit den Differentialen d.r, dy als 
Stellvertreter von Grössen auch arithmetische Operationen vor- 
nehmen kann. Dieselbe Bemerkung gilt von den höheren Difle- 
renlial-Quolienlen. 


53. 

*) Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass wenn man 
in einer Function, »/ F(.r) , der absolut veränderlichen Grösse 

ein Incrcinent Ar beilegt, das Wachsthum der Function sich 
durch eine nach ganzen, positiven Potenzen von Ar fortschrei- 
tenden Reihe entwickeln lässt, nämlich: 

Ay — F'(x) ■ Ar + MAr* + NAr * + • • • • 

Der hieraus folgende DifFerenzen-Quotient 

F'( jr) + MAr + ISAr’ 2 + 


hängt von x und Ax ab, nähert sich alter, wenn wir Ar bis zu 
0 abnehmen lassen, einer bestimmten, nur noch von r allein ab- 
hängigen Grenze = F'(r). 


Für diesen aus der ursprünglichen Function abgeleiteten Grenz- 
werth, den sogenannten Differential-Quotienten, haben wir als Stell- 
vertreter ausser dem Zeichen F'(ae) auch das Zeichen —in den 

dx 


allgemeinen Formeln eingeführt. 
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Diese Methode, den Differential-Quotienten zu bestimmen, nach 

Al/ 

welcher nämlich das Increincnt Ax in der Reihe für bis 

Ax 

zu 0 abnehmen muss und mithin die Differentiale dx, dy wirk- 
liche Nullen sind, nennt man die Grcnzinethod e. Sic ist voll- 
kommen streng und sicher und weil sic am populärsten ist, auch 
für den ersten Anfänger wohl am passendsten. Es giebt nun 
aber noch eine andere, nach ihrem Erfinder benannte Leibnitzschc 
oder Infinitesimal- Methode, nach welcher die Differentiale 
dx, dy unendlich kleine Grössen bedeuten und welche nament- 
lich in den zahlreichen Anwendungen der Differentialrechnung 
auf Naturwissenschaften weit fruchtbarer, kürzer und wie es 
scheint, auch viel natürlicher ist, als die schwerfälligere Grenz- 
methode, indem erstere die zu erlangenden Resultate gleichsam 
vorausschen lässt, weshalb sic auch von allen grossen Mathema- 
tikern, welche wirklich etwas geleistet haben, stets angewandt 
worden. Wir wollen versuchen, auch von dieser, freilich sehr 
subtilen Infinilesimalmethode eine Vorstellung zu geben, jedoch 
alle Sätze, die sich auf dieselbe beziehen, durchgchcnds mit 
einem Sternchen bezeichnen, damit der Anfänger sie nölhigen- 
falls auch alle unbedenklich überschlagen und sieh an die Grenz- 
methode hallen kann, welche hier in den Anwendungen der Diffe- 
rentialrechnung, der Sicherheit halber, immer vnranfgehen soll. 


54. 

*) Man stelle sich vor, die bis an die Berührungslinie ver- 
längerte Ordinate NQ bewege sich parallel mit sich selbst gegen 

MP hin, so werden die drei Seitcu 
des mit MPT ähnlichen Dreiecks 
VRM immer kleiner und kleiner, den- 
noch aber stets in demselben Yer- 
hällniss zu einander bleiben. Denkt 
man sich das Dreieck rrM nun 
so klein geworden, dass es nicht 
mehr kleiner werden kann, ohne gänzlich zu verschwinden, in 
welchem Zustande (Moment) es das characterislische Dreieck 
genannt wird, so nimmt Leibnitz an, dass das Element des Bo- 
gens Me mit der Berührungslinie im Puncte M zusammcnfällt, 
mithin auch gerade ist. In der Gleichung: 

Ay = F‘(x)- Ax +MAx 4 + NAx 3 +- • • • 
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müssten dann aber, weil nach dieser Vorstellung die gleichzeitig 
verschwindenden Seiten des characteristischen Dreiecks, wenn auch 
nicht messbar und nngebbar dennoch cxistiren sollen*), jedoch 
nicht mehr kleiner werden können, die Glieder in Ar®, Ar 3 etc. 
alle wegfallen. Denn ob man z. B. den Broch durch 10 di- 
vidirt oder mit sich selbst inultiplicirt, das ist einerlei. Kann also 
Ar nicht mehr kleiner werden ohne gänzlich zu verschwinden, 
was cs nicht soll, so kann in diesem möglichst kleinsten ver- 
schwindenden Zustande Ar auch nicht mehr getheilt, also auch 
nicht mit Ar inultiplicirt werden, weil dies ja eine Division in- 
volviren würde. Die Potenzen von Az müssen also weg- 
fallen. Das noch bleibende erste Glied nennt Leibnitz das Dif- 
ferential der Function und bezeichnet es mit dy. Ebenso nennt 
er Ar, in dem verschwindenden Zustande gedacht, das Differential 
der unabhängig veränderlichen Grösse x und bezeichnet es, um 
diesen Zustand anzudeuten, mit dx, so das also: 

t/y ' F'(r) • dx. 


55 . 

*) Nach diesen Leibnitz’schen Anschauungen sind demnach 
die Differentiale dx, dy nicht Nullen oder abstracte metaphysische 
Dinge, sondern wirklich existirende Grössen, die jedes beliebige 
Verhältniss zu einander haben können, also keineswegs gleich 
gross zu sein brauchen, wenn auch beide gleichzeitig im Zustande 
des Verschwindens gedacht werden**), wie cs mit den Seiten 
des characteristischen Dreiecks wirklich der Fall ist. 

Anmerkung. Die Differentiale nennt Leibnitz auch Infini- 
tesimal- oder unendlich kleine Grössen. Und wenn er ferner 
unendlich kleine Grössen verschiedener Ordnungen unterscheidet 
und sagt: dass eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung 
gegen die einer niedem verschwindet, so folgt auch dieses 
nothwendig aus seinen Anschauungen. Denn denkt man .sich 


*) Wir liaiien deshalb Pag. 6, Zeile 12, vorsichtigerweise angebbare 
(bestimmbare) gesagt. 

**) Newton sagt: Man muss sich die verschwindenden Grossen nicht 
denken, bevor sie verschwinden, auch nicht nachdem sie verschwunden sind, 
sondern im Augenblick des Verschwinden» selbst Also ein Ding zwischen 
Sein und Nichtsein. Gleichsam ein Werden. 
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das ln crem ent Ax bis zum Differential r/x abnehmend, wo es 
nicht mehr kleiner werden kann, so ist klar, dass dann Ax ' 2 und 
früher schon Ax 3 und noch früher Ax* etc., oder was dasselbe 
ist Ax 3 gegen Ax ' 2 und Ax 2 gegen Ax verschwindet. Die zu- 
sammengchörenden Differentiale r/x, dy heissen hier unendlich 
kleine Grössgp einerlei (erster) Ordnung, obgleich die eine be- 
liebige Mal grösser sein kann, als die andere, was ja von der 
Lage der Berührungslinie abhängt. Auch hier kommt es also 
nur auf das Verhällniss der Differentiale an, ihre Grösse bleibt 
unbestimmt. Das unendlich Kleine ist nicht im absoluten Sinne 
zu nehmen. Man kann also auch, ohne in Widersprüche zu 
gerathen, mit diesen nicht weiter bestimmbaren Infinitcsimulgrössen 
in formeller Hinsicht wieder arithmetische Operationen vornehmen 

und z. B. statt ( > ^ 'j auch ‘y - schreiben etc. (Vergl. §52). Die 

Gleichungen werden von selbst homogen bleiben, d h. keine 
unendlich kleine Glieder verschiedener Ordnungen enthalten, weil 
ja die höhern gegen die niedern verschwinden 

56 . 

*) In dem characteristischen rechtwinkligen Dreieck bezeichnet 
man die verschwindende Hypotenuse, als ein unendlich kleiner 
Theil oder Differential des Bogens betrachtet, mit dg, so das also 

<fs* = dx® + dy* 
ds = Vdx® + dy 2 

Unter der Voraussetzung, jede Function veränderlicher Grössen 
differentiiren zu können, wozu die nöthigen Regeln auf dieselbe 
Weise, wie in Buch I. gezeigt, erst abgeleitet werden konnten, 
löste nun Leibnitz zunächst das Problem der Tangentenziehung 
unter Benutzung der Infinitesimalgrössen (welche wieder eliminirt 
werden) ganz einfach auf folgende Weise: 

Da das characteristischc Dreieck rrM mit den beiden Drei- 
ecken MPT und MPN ähnlich ist, so hat man lur die Subtangente 
die einfache Proportion: 

S t :y = dx:dy 


Digitized by Google 



62 


und für die Subnormale die Proportion: 

S, : y = dy : rix 


Zur Bestimmung des Winkels x folgt unmittelbar aus dem 
characteristischen Dreieck : 


, d y . 

.in,-*- 


% 


d* t/cfx 4 + dy* 


dx 

cot r = -y - ; 

•(y 

dx 

COS T -*~r = 


dx 


'!* S/tf.r* 4 - dy'K 


57 a. 

*) Die Infinitesimalgrössen (Differentiale) gebraucht Leibnitz 
also nur einfach als Hülfsgrössen , um die Rechnung cinzuleitcn. 
Sie kommen, als solche, immer nur in den allgemeinen Formeln 
vor. Ist für eine specielle Anwendung derselben die Function 
veränderlicher Grössen gegeben, so kann man sie dilTerentiiren, 
darauf die Differentiale aus den allgemeinen Formeln eliminiren 
und hat es dann nur noch mit endlichen Grössen zu thun. 

Der Grund, dass diese Methode hier wieder auf dieselben 
Resultate führt und führen muss, wie die nach der Grenzmethode 
gefundenen, liegt offenbar darin, dass Lcibnitz das Element 
(Differential) eines Bogens als grade betrachtet, und die Ueber- 
einstimmung der Resultate spricht für die Richtigkeit der Lcib- 
nitz’schen Annahme. 

r 

Die Infinitesimalmethodc ist, wie uian sieht, sehr subtil, aber 
richtig. Sollte dies aus dem Bisherigen uud noch Folgenden 
nicht einleuchten, so liegt dies nur an unserer mangelhaften 
Darstellung derselben. 

Viele, welchen diese Sache zu metaphysischer Natur erscheint, 
gleichwof aber die grössere Kürze und Fruchtbarkeit, welche die 
Inhnitcsimalmclhode vor der schwerfälligen Grcnzmcthodc hat, 
nicht fahren lassen wollen, geben den Wink, sie immerhin als 
Erfindungsmittei zu benutzen und die durch sie gewonnenen 
Resultate hinterher nach der Grenzmethode zu prüfen, was aller- 
dings geschehen kann. Lcibnitz will aber von dieser Conlrolc 
nichts wissen. Er legt vielmehr gerade Gewicht auf seine Mc- 
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Ihode, die er, vorsichtig und richtig angewandt, für vollkommen 
richtig und für besser hält. 


57 b. 

*) Nachdem wir nun in aller Kürze einiges über die ur- 
sprünglichen Vorstellungen Lcibnitzens, des Erfinders der Diffe- 
rentialrechnung (1084) milgetheilt haben, bleibt uns noch übrig, 
auch einiges über die von Newton etwas früher erfundene, aber 
später veröfienHichte Fluxionsrechnung (1087) zu erwähnen, um 
so mehr, als unsers Wissens weder ein deutsches noch fran- 
zösisches Lehrbuch dieselbe auch nur erwähnt 

Newton betrachtet nämlich alle Arten Grössen als durch 
stetige Bewegung (Flu.x) erzeugt. Eine Linie z. B. durch die 
Bewegung eines Punctcs, eine Fläche durch die Bewegung einer 
Linie etc. Jede so erzeugte Grösse heisst eine variable oder 
fliessende Grösse (Fluente). Die Geschwindigkeit, mit welcher 
eine Linie tlicsst, ist dieselbe, als die Geschwindigkeit des sie 
beschreibenden Punctes. Die Geschwindigkeit, mit welcher eine 
Fläche fliesst, ist dieselbe als die der sie erzeugenden Linie etc. 
Jede stetige Function zweier veränderlichen Grössen y = F(;r) 
kann man nun immer durch eine Linie dargestcllt und die Linie 
selbst durch die Bewegung eines Punctcs beschrieben denken. 
Die Vorstellung der Bewegung ruft dann aber zugleich auch 
die beiden andern damit verbundenen, nicht in die reine Ma- 
thematik gehörenden Vorstellungen von Zeit und Geschwindig- 
keit hervor. 

Man stelle sich nun vor, die (verlängerte) Ordinate MP bewege 
sich parallel mit sich selbst und gleichförmig an die Abscissen- 
linie hin, während sich zugleich ein Punct M in dieser Ordinale 
mit einer durch die Gleichung y = F(ar) vorgeschriebenen Ge- 
schwindigkeit bewegt. Dem die Linie beschreibenden Punct M 
legt man also zweierlei Bewegungen bei, eine nach der Abscissen- 
richtung, welche immer gleichförmig, sonst aber von beliebiger 
Geschwindigkeit ist, und eine nach der Ordinatcnrichlung. Ist 
die gegebene Gleichung y — F(x) vom ersten Grade, y — ax+b, 
so ist offenbar &y — a<\x und das Wachsthum der Ordinate der 
Zunahme (Abnahme) der Abscisse stets proportional, der Punct 
M beschreibt eine grade Linie, seine Bewegung in der Ordinaten- 
richtung ist dann ebenfalls eine gleichförmige, mithin sein 
Bewegungsbestreben, d. i. seine Geschwindigkeit in der Or- 
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dinatenrichtung, constant CS 47). Ist aber die Gleichung y = F(x) 
nicht vom ersten Grade, so ist auch die Bewegung des Punctes 
M in der Ordinalcnrichtung (aufwärts oder abwärts) keine gleich- 
förmige, sondern accelerirend oder retardirend, je nachdem in 

der Differenz &y = pAx + MAx 2 + Das zweite Glied Max 2 

mit dem erstem /*Ax einstimmig ist, oder nicht (§ 17). 

Die Geschwindigkeit, mit welcher die Or- 
dinate fliesst, ist hier also von Punct zu Punct 
veränderlich. Die augenblickliche Richtung 
des die krumme Linie beschreibenden Punctes 
M ist die der Tangente MT. 

Der erste, der ein vollständiges Lehrbuch 
der Fluxionsrechnung geschrieben hat, Mac 
Laurin, nimmt nun an (um unendlich kleine Grössen zu ver- 
meiden), die Abscissc AP lliessc mit beständiger Geschwindigkeit 
und nennt den Weg MR, welchen der Punct M nach der Ab- 
scisscnrichlung in einer beliebigen Zeit-Einheit beschreiben würde 
und der also zugleich die Geschwindigkeit in der Abscisscn- 
richtung darstcllt, die Fluxion der Abscissc. Unter Fluxion der 
Ordinate ist dann aber der Weg MV - RT gemeint, den der Punct 
in der Ordinatenrichtung in derselben Zeit durchlaufen würde, 
wenn seine Geschwindigkeit (Bewegungsbestreben) dieselbe bliebe, 
welche er augenblicklich im Puncte M hatte, so dass also, statt 
eines Bogens MN, in derselben Zeit eine grade Linie MT be- 
schrieben würde, welche die Fluxion des Bogens BM heisst. 

Diese Fluxionen, deren absolute Grösse unbestimmt bleiben 
kann, haben offenbar dasselbe Verhältnis zu einander, wie in 
ihrem verschwindenden Zustande, und stimmen also völlig mit 
dem überein, was im § 18 Differentiale genannt worden, auch 
ist die Rechnung mit ihnen ganz dieselbe, wie mit den Diffe- 
rentialen, nur die Bezeichnung ist anders. Die auf einander 
folgenden Fluxionen von y werden nämlich, statt mit (ly, (Py, • ■ ■ • 
mit j, »,•• •• bezeichnet. Wäre z. B. y-x b so ist: y-i>x*-x. 
Nimmt man von dieser ersten Fluxion wiederum die Fluxion, so 

ist: y = 20x*-x*, dann y=60x 2 -* 3 , dann y=120xx 4 etc. 

•?-=.">x 4 ; = 20x* etc. 

X X 1 



Digitized by 


Google 


65 


■Mac Laurin sagt*) (pag. 420): „Sir Isaac Newton habe, um 
die Annahme unendlich kleiner Grössen zu vermeiden, die gleich- 
zeitigen Increinenle (Ar, A//, As) der fliessenden Grössen als 
endlich betrachtet und dann die Grenze des veränderlichen Ver- 
hältnisses untersucht, welches diese Incremente noch zu einander 
haben, indem er sic bis zum Verschwinden abnehmen lässt, 
welches Verhältniss dünn dasselbe ist, wie dos der Fluxionen.“ 
Dies stimmt aber nicht mit Newton's Ausspruch: mau solle sich 
die Incremente nicht vbr und auch nicht nach, sondern im Au- 
genblick des Verschwindens denken, wodurch, wie uns scheint, 
die Leibnitzschc Vorstellung der Infinilesimalgrössen wieder er- 
weckt wird.**) Auch giebt Mac Laurin (pag. 414) zu: „dass 


*) A Treatisc of lluxions by Colin Mac Laurin. Edinburgh 1742. 

**) Dieser Meinung muss auch wohl Thom. Simpson gewesen sein, der 
deshalb, um jede metaphysische Schwierigkeit zu vermeiden, in seiner «doc- 
trine of lluxions« von den ursprünglichen Newtou3chen Vorstellungen ab- 
sichtlich abweicht, (ßy taking lluxions as meer velocities. the imagination 
is confined, as it werc, to a point , and without proper care , insensible in. 
volv’d in metaphysical difficultics.) 

Ob man, wie Leibnitz, Poisson u. A., ja wie schon die alten griechischen 
Philosophen Zeno und Leukipp *) und spater Herbart**) das unendlich 
Kleine ernstlich für ein wirklich untheilbares Element oder wie andere, und 
um dadurch, wie man meint, jede metaphysische Schwierigkeit zu beseitigen, 
nur fiir eine nützliche Fiction nehmen will, um bequem und schnell die Rech- 
nung einzuleiten, ist Tür die Reclmung selbst gleichgültig. Will der Anfän- 
ger durchaus eine Pliilosopliie über das unendlich Kleine haben , so muss er 
sie sich eigentlich selbst machen. Recht gerne aber wollen wir ihm unsere 
eigene frühere Meinung , jedoch als ganz un maassgebend , mittheilen , in der 
Hoffnung, dass er dadurch veranlasst werde, eine bessere Ansicht aufzustellen. 

Jedem dringt sich die Vorstellung vom unendlich grossen Raum (Zeit etc.) 
auf. Diese Vorstellung ist richtig, obwohl nicht klar- und nicht weiter zu 
deßniren. Ganz dasselbe gilt von der Vorstellung des unendlich Kleinen. 
Jedenfalls wird man, nach Newtons Vorstellung, sich eine durch Fliessen 
erzeugte stetige Grösse, z. B. eine Zeit, leichter als den Verfluss unendlich 
vieler nntheilbarer Augenblicke denken können, als den Verlluss von lauter 
Nichtssen. 

Wir haben im letzten § der Algebra an einem handgreiflichen Bei- 
spiel gezeigt, dass jede Einheit, z. B. eine Linie, Zeit etc., durch stetes 
Halbiren zwar in eine unendliche Anzahl Theile getheilt werden kann . den- 
noch aber in Bezug auf die Zeit, die Theilwig ein Ende haben muss. 


•) Wer »ich für die ältesten griechischen Philosophen intereMirt, der findet dieselben 
vom Anfang an und anf wenigen Blättern sehr lichtvoll dargestellt von Apelt, Abhandlungen 
der Priesaehen Schale. Endes Heft. 1S47 

Herbart. Einleitung ln die Philosophie 18M). Erster Bd.. besonders pag 179 u. 311. 

5 
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die Schlüsse nach der Infinitesimalioethode vollkommen wahr 
(accurately Irue) sind and mit denen, worauf die Methode der 
Fluxionen führt, genau übereinstimmen (agree precisely).“ 

58. 

2. Polar-Gleichungen. 

Es sei r-f(8) die Gleichung einer auf Polarcoordinaleu be- 
zogenen krummen Linie, VZ ein Stück derselben, so ist dadurch 
für jeden auf dem, mit dem Radius ~ 1 beschriebenen Abscis seil- 
kreis abgesteckten Bogen om - 0, der zugehörige radius vector 
AM = r, mithin die Lage des Punctes M bestimmt (Höhere 
Geometrie Pag. 17.) 

Denkt man sich durch diesen bestimmten Punct M eine Be- 
rührungslinie gezogen und dieselbe bis an die, anf dem radius 
vector errichteten senkrechten TN verlängert, so heisst hier fin- 
den Punct M, MT die Tangente, AT die Sublangente und MN 
senkrecht auf MT die Normale und AN die Subnormale. 


Will man mm das dort fingirte letzte Glied als eine wirkliche Null nehmen, 
so fällt man in die grosse Schwierigkeit, das fingirte vorletzte Glied in zwei 
Nullen getheilt zu haben und dann das Ganze ans lauter Nullen (Nichtssen) 
wieder hersteilen zu müssen, was wir nicht können. Deshalb ist gewiss die 
Fiction leichter, das fingirte letzte Glied als einen untheilbaren Augenblick 
(Moment, Differential, Anfang, Bestreben zu tliessen) zu denken und dies 
kann man, ohne mit Herbart in den dunkelen inteltigibelen Raum (warum 
nicht auch intelUgibele Zeit) hinein zu gerathen. Das unendlich Kleine so- 
wohl, als das unendlich Grosse, sind Gedankendinge, keine wirkliche (mess- 
bare) Grössen. 

Will man nun aber eine wirkliche Grösse, z. B. eine Linie als aus 
Elementen (Ur-Theilchen) zusammengesetzt tingiren, so folgt noth wendig, dass 
dazu nicht eine bestimmte Anzahl (zwei, drei, .... hundert, tausend etc.) ge- 
nügen, sondern immer eine unendliche Anzahl erforderlich ist. Eine be- 
stimmte Anzahl Ur-Theiickcn kann nach dieser Vorstellung keine wirkliche 
(messbare) Grosse geben und also auch zu einer solchen hinzugethan, dieselbe 
nicht um eine wirkliche (messbare) Grösse veigrossern , sondern nur das 
Bestreben zu wachsen hervorrufen, und dieses wird durch die Zeichen Ar. d y 
etc. angedeutet. Es folgt hieraus ferner, dass von zwei unendlich kleinen 
Grössen derselben Art, die eine, wie schon 1 Vussem bemerkt hat, beliebige 
Mal grösser sein kaim, als die andere. Dies ist z. B. der Fall mit den gleich- 
zeitig unendlich klein werdenden Jingirtea Seiten des charakteristischen Dreiecks. 
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89. 

Aufgabe. Allgemeine Formeln anzugeben, nach welchen 
man die eben erklärten Tier Linien in jedem hesondern Falle, 
wo r*=/f0) gegeben ist, berechnen kann. 

Auflösung 1. Um zuerst den 
Winkel a oder S zu finden, welchen 
die Tangente mit dem radius vector 
oder mit der Subtangente macht, lasse 
man den Bogen cm um das Stück 
mn = A0 wachsen, so wird auch der 
radius vector AM = r sich um ein 
Stück N'O = Ar ändern, welches gra- 
phisch dargestellt ist, indem man aus 
A mit AM den Kreisbogen MO be- 
schreibt. 

Aus der gegebenen Gleichung 
r = /\9) folgt nun: r + Ar = /T0 + A0) 
oder: 

r + Ar = f{8) + ^ • A04-M- A0 4 +‘ • ■ • 



Ar = ^-A0 + M-A0* +•••< 

Ist nun»wn = A0, so ist MQ ■= r- A0. Dividirt man nun letztere 

N'O 

Gleichung beiderseits durch r-A0, so erhält man ^ nämlich: 

är dr M • A0 
rAÖ~rrf9 + r + 


Denkt man sich den Bogen MO sehr klein, so würde der 


„ . N'Q 

Quotient ^ 


näherungsweise gleich der trigonometrischen Tan- 


gente des Winkels € sein. Um aber diese trigonometrische 
Tangente ganz genau zu erhalten, müssen wir A0 bis zu Null 
abnehmen lassen, alsdann fallen rechter Hand in letzterer Glei- 
chung alle Glieder bis auf das erste weg und wir erhalten durch 
gleiche Schlüsse wie in § 8: 


*• 
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dr 
rdO ' 


S — r 2 —' 
b, ~ r dr’ 

o (lr . 

s - = rf0’ 


, rde 
T?r ; 


T = r' 


*/(•♦£> 
N V('* + »> 


°) Auflösung 2. Die Infinilesimalmethode macht weniger 
Umstände. Hiernach ist das Differential des Bogens om^dd, der 
Bogen MO = rde. Ans dem bei q rechtwinkligen verschwin- 
denden (characleristischen) Dreiecke, hat man unmittelbar : tg u~ 


rf jß 

—j-; S, : r = rde : dr, woraus: S, = r 

«r 


dr 


etc. 


60 . 

Beispiel. Für die Archimedäische Spirale hat man: 


a 

r =Tn* 


de 2 tt ’ 


de 2 n 
dr a 


Es ist also hier nach den vorhin entwickelten allgemeinen 
Formeln : 


de 


271 


tg« = r -J- = — 0 — =0 
8 dr 2ir a •• ! 

der immer grösser werdende Winkel den die Berührungslinie 
mit dem radius vector macht, ist also immer gleich dem Polar- 
winkel e. Für e - « steht die Tangente senkrecht auf dem 
radius vector. Ferner hat man: 

S, = r» ^=^-0» 
dr 2n 

<5 - ?*! _ JL ’ 

. " dß 2tt 


T - r ^W'rJ' rTTW 

■VR| T-Z*** 
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Die Subnormale ist also constant, wie bei der Parabel. 

61. 

Beispiel 2. Für die Exponential-Spiralc hat man: 


(Ir 

(10 



dO _L 1 


•g« : 


(10 

r 7Tr = 1 - 


Die Tangente bildet also in jedem Punct mit dem radius vec- 
tor immer denselben Winkel « =■ 45°. Auf diese Eigenschaft 
gründete H. Steinheil die Erfindung seines ingenieusen Wurfge- 
schützes, mit welchem er accurate Namenzüge durch eine lennene 
Blende schoss Kerner isl 


7J 

II 

c* 

w 

T = r[ /i; 

S. = e # =r; 

N = r\/2; 


Es sind also S, und S. und ebenso T und N immer gleich 
gross, i.- ■ 
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Viertes Buch. 


Bestimmung des wahren Werthes einer Function 
von der unbestimmten Form: 

l £, 0 =C, 0», *«, 1 ®, oo-oo. • 


62 . 

Eine gebrochene Function kann für einen besondere Werth der 
veränderlichen Grösse auf die Form $ fuhren, die man nicht als 
bedeutungslos übersehen, sondern deren wahren Werth bestim- 
men muss. 

Construiren wir z. B. die Function: 


x* — 8 

y ~ 20-2 y 

so hat man für x-O, 1, 2, 3, • • 

y = 2, 34, g, 94, • 


Ausgenommen für x - 2, erhält man für jeden andern positiven 
oder negativen Werth von x einen bestimmten Werth für y. 
Es dringt sich deshalb der Gedanke auf, dass, weil die Puncte 
für Abscissen, so nahe an 2 als man will, stetig auf einander 
folgen, auch für die Abscisse x - 2, die Ordinale y =• 8 eine 


reelle Bedeutung haben und die gebrochene Function 


x* — 8 
2(x- 2) 


stetig sein muss. Dass sie es wirklich ist, ergiebt sich, wenn inan 
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Zähler und Nenner durch x - 2 dividirt. 


Dann hat man 


x* — 8 
2(35 - 2) 


x* + 2x + 4 
2 


und da nun beide, 


nur an Form verschiedene Aus- 


drücke für jedes bestimmte x einerlei Werth haben müssen, so 
muss auch für x - 2, {{ = C sein. 


Die Ursache, weshalb die gebrochene Function — für 

2Qx—'2j 

X = 2 auf die unbestimmte Form g fuhrt, liegt also offenbar darin, 
weil Zähler und Nenner einen Factor gemein haben, der für diesen 
Werth von x = 2 verschwindet. 

Obgleich nun, so wie bei diesem Beispiel auch in anderen 


Fällen, wo eine gebrochene Function 


F(x) 

fix) 


für einen besonder!) 


Werth von x, den wir mit x 0 bezeichnen wollen, auf die Form 
® fährt, der gemeinschaftliche Factor von F(x) ''und fix) sich 
immer nach den Lehren der Analysis entfernen und der wahre 
F(x ) 

Werth von-.-r- !i - = S bestimmen lässt, so geschieht dies doch 

in vielen Fällen leichter durch Differentialrechnung, wie der fol- 
gende | zeigen wird. 


63. 


Setzen wir in der gebrochenen Function 


F(x) 


welche für 


fix) 

x =*• x 0 auf {} fuhrt, x 0 +Ax statt x n und entwickeln, sowohl 
Zähler als Nenner, nach dem Taylorschcn Lehrsatz, so ist:*) 


FCx 0 -i-Ax) 
/(x 0 + Ax) 


F(x 0 )+F'(x 0 )Ax+F%r 0 )- — + • . • 

fix o )+fi(x 0 )-^x+r(x„)~+ • ■ • 


oder weil F(x„) und fix») Null sind, nach Weglassung derselben 
und des gemeinschaftlichen Factors Ax 


*) Man kann auch kürzer so schliewen: Setzt man den unbekannten. 


aber constanten Werth von 


F(x„) 

fix») 


= A, so ist: M(x n ) = F(x,). Diese Glei- 


chung diflerentiirt und durch ix dividirt. kommt (weil A constant) 

A . T(*o) = *"'(*•), woraus A = • 

I (*•) 
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Sx 


stx.Uo n*»'*™*) ,. ä 


+ 


4< 




] -2 


Setzt inan nun beiderseits Ax = 0, so ist auch : 


H-rpJ • _ >'(g 0 ) 


A*n) 




F(«; 


d, h. also, wenn eine gebrochene Function fiir einen beson- 

dern Werth von x = x„ auf den unbestimmten (vieldeutigen) 
Ausdruck jf führt, so findet man den wahren Werth desselben, 

?(x) 


indem man ganz einfach Zähler und Nenner des Bruches 


Rx) 


jeden besonders difl'ercntiirt und durch rix dividirt, alsdann in 
F'(x) 


r(x i 


- fiir x wieder denselben Werth x„ snbstituirl. Sollte auch 


¥'(x ) 

— - wieder auf |j fuhren, so muss man diese Operation wie- 

/ <*o) 

F'(jr) 


derholen und Zähler und Nenner der Function 


r(x) 


aufs Neue 


(lifTcrentiiren etc. Dies folgt auch aus der obigen Entwickelung 
(1), wo dann im Zähler und Nenner die beiden ersten Glieder 


verschwinden. Dividirt man darauf durch 


Ax ' 1 


1-2 


und setzt Ax-O, 


so ist in diesem Fall = $■ 

Rx (l ) 


F"(J 0 ) 

nx 0 ) 


Beispiel 1. Für x = 2 ist 

x 3 - 8 
2(x-2) 

Beispiel 2. Für x = 0 ist:*) 


* 


1— COS# 


X 1 


sin x 
2x 


3x* 

9 


6. 


cos x 


= 4 


*) Es ist (Analysis (§HO): 

** 

1 - cos X \ 1.2 1 . 2 . 3 . 4 


1 . 2 


• ( fiir x =0) 
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Beispiel 3. Für x - 90° ist: 

cos x - sin * + 1 - sin x — cos x 

cos x -f sin x — 1 " — sin x + cos x 

Beispiel 4. Für x-a ist: 

a- x - ala + al x 0 (2ox - x*)l 

a-l/lax-x* ~ ” _ x 


64. 


Aufgabe. Man bestimme die Werthe folgender Functionen : 
1. Für x = 0. 

mir _ m—X 

CO 
CO 


e* -er* 
sinx ’ 

, . sin‘ J x 

co , ; 

(O 

sin x 
x* ’ 

x — sin x 
x 3 ’ 

e*-e~*-2x. 
* x-sinx ’ 

CO 

a*-b* 

X 


2. Für x = 1. 

Ix x-l x"-l . 1-x 

co ^ co qi co ^ oo - lr 

Auflösung. Man findet der Reihe nach die Werthe: 

2; 0; *; J; 2; ta-lb; 1; n; -1. 


65. 


U/ 

Giebt die gebrochene Function für x = x„ den Aus- 
druck so lässt sich dieser Fall auf den vorhergehenden § 
zurückführen. Denn ist F(xO und /tx 0 ) =» w, so ist 


1 

F(x 0 ) 


und 


=0. Nun ist aber: 

Ik&q) 


F(x.) , f(x.) [fl».)]-« . [fl»,)]-?rx. 

f(x,) * _J_ [F(*»)] _l * (Fx,)-*F'x. 

F(x„) 


[F(x,)l«.r(x.) _ F(x 0 ) 
[/Tx,)]>. F'(»„) flx 0 )~ 


VM' ■*"(••) 


F > J a) * = F '(»t) 

er*.) * r(*.) 
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Die Regel bleibt also ganz dieselbe, wie in $ 63. So ist z. B. 
für *=90° . 

lg 5x _ ^ , r » _ 1 5cos' J x 

tgx ® cos*äx ’ cos 4 * ~ cos*5x o 

— 10-cosxsinx sin2x . 

ss i i ■■■■■■■ ■ ■ ■ - ts ■ ' '■ ■ ■ — ti x 

- lO cosöx sinöx sin lOx 0 


2cos2x —2 
10 -cos lOx — 10 *' 


66 . 


Führt das Product F(x)/fx) für x = x 0 auf die Form 0- oc, 
wo also F(xo) = 0 und /Tx,i)*=® ist, so lässt sich auch dieser 
Fall wieder auf § oder |§- zurückführen. Denn es ist: 


F(x)/fx) = 0-'» 


F(Sq) = 

1 

fix«) 


F(Xp) 

t/r*o )]-' 


= g, mithin: 


F(*ä)-/l*to) = 0-» = - 


F‘Cxo) 


Beispiel. Für x = 0 ist: 

Jt_ 

X- Ix« — 0 - X = — — r* — — j§- = — — — X = 0 

X~‘ 1 

X* 


67. 

Führt eine Exponentialfnnction [F(x)K (x> für x = x„ auf 
eine der Formen 0“, ac°, 1®, so setze man, um auch diese Fälle 
auf den vorhergehenden § oder |§- zurück zu führen, den ge- 
suchten constanten Werth der Function * A, so dass also 

A = [F(x)y t - r) 

Nimmt man nun beiderseits die Logarithmen, so ist: 

I A — f\x)l?(x) 

A = e/u>./w*) 

<p(j) 

A =• [Fix)]«'» 
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und mm miss nun den Werth des gebrochenen Exponenten ftr 


■ xo bestimmen. 

Beispiel 1. 

Für x>= 1 ist: 


1 Ir ^ 1 

x 1 -*^ i® = e i-'= e ! = e *= — 

c 

Beispiel 2. 

Für jj-0 Ist: 


x i( l*4-r> 1 

(l+x)* = l®~e * =>«l=>e' + ' 


Beispiel 8. Für x = ae jgl: 



Beispiel 4. Für x = 1 ist: 

i »-*) 

(1 = e-S ~e'~ T = 1 

Beispiel 5. Für x - 1 ist: 

— —) t= * " — e (,_ - r >~ 1 = e~® =>e l- i= i 

68 . 


Führen endlioh zwei gebrochene Functionen auf die Form 
<» - ® , so muss man sie auf einerlei Benennung bringen. So 
ist z. B. für x «= 1 


__1 l _ 

x — l Ix 


kx-x+l 
(x^iyix *> 






1 -X -1 

xlx+x-1 ~lx+l + 1 




In den Fillen, wo die für x = x 0 im Zähler und Nenner ver- 
schwindenden Factoren auf gebrochene Potenzen erhoben sind 
und also die Reihen in (l) § 63 nicht nach ganzen Potenzen 
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von fortschreilen können, wie es die Differentialrechnung 
verlangt, kann dieselbe auch zur Bestimmung des wahren Werthes 
der gebrochenen Function keine Dienste leisten CS 46). Man 
muss dann Hülfe in der Analysis suchen, welche ohnehin manch- 
mal viel schneller, als die Differentialrechnung zum Ziele führt. 
Es sei z. B.: 


(x* - a»>3 

«•= — •• ■•••• 

y ix — a) s 

so ist für x = o; y ■= 

Das Differcntiiren (welches hier kein Ende nimmt) würde hier 
nicht zum Ziele fuhren.*) 

Man setze deshalb a + h statt x, so ist: 


[(a + A)* — a*]! (2aA + A*)4 
!l (a + A - a)t A3 


Al(2a + A)3 

A« . 


= (2a + A)1 

. . I 


setzt man jetzt A-0, so ist y = g^(2a)l. 

Beispiel. Es ist für x- a: 

x 3 - 4ax 3 + 7 a 2 x - 2a 3 - 2a 1 \!iax - a* 

y — --- — 

x 2 — 2 ax - a* + 2a V2ax — x 2 


Setzt man, weil das Differcntiiren hier zu weitläufig ist, a + h 
statt x, so ist: 


_ 2a s + 2a*h - ak r + h 3 - 2 q* Va* -f 2ah 
— 2a* + h 2 + 2a S/ä 2 —h 2 "* 

2 A\» 


CO 


Verwandelt man \/a 2 +2ah = und \Ja 2 -h 2 =a(l - ~ij 

in Reihen, so ist: 


/, 2A\‘ /, h A* A 3 öA 4 7A» \ 

°( 1+ a/ “\ 1+ a 2a a+ 2a» 8a 4+ 8a» 


A A* A 3 5A 4 7A» 


/, A*\» /, A 3 A 4 A* \ 

tt \ oV “l 1 2a* Zu* 16a« ) 


f. i fi 4 


*) Aus der Gleichupg folgt: yl 


__ -i •«*' 

: — =2 =* 7 * =2«, daher y=(‘2«)l. 

— ä 1 * 
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Dies in (1) substituirt und gehörig reducirt kommt: 


. h* 


1 


t-r-f; 


y= 


h* 

•ln 2 


k 6 

1 ^ 4 - 


1 

In 2 " 


/» 2 

« 4 


Setzt man nun h — 0, so ist für x = a 

y=<>=-5n. 


*» .j 


n A 
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Fünftes Buch. 


Maxima und Minima. 


70 . 

Eine der wichtigsten Anwendungen der Differentialrechnung be- 
steht darin, diejenigen Werthe der absolut veränderlichen Grösse 
zu bestimmen, für welche die daraus gebildete Function sich im 
Zustande des Maximums oder Minimums befindet. Sei allgemein: 

V = F(x) 

eine gesonderte Function, die wir uns der grossem Anschauung 
halber construirt denken wollen. CD möge ein Stück der ent- 
sprechenden krummen Linie sein. 

Denkt man sich diese fingirte krumme Linie durch den End- 
punct der parallel mit sich selbst fortgleitenden veränderlichen 
Ordinate CB beschrieben, so sieht man, dass dieselbe eine Zeit 
lang wächst, von C bis M, und dann wieder abnimmt, von M 
bis m; ferner wieder wächst und wieder abnimmt etc. 

Man sagt nun, die Ordinate MP befinde sich im Zustande des 
Maximums, wenn die nächst*) vorher gehende und nächst 
folgende Ordinalen beide kleiner sind. Bei unserer fingirten 
Linie wäre dies viermal der Falt, nämlich bei M, N, 0 und Q. 


*) Wir sagen hier absichtlich : nächst (unmittelbar) vorhergehende 
und folgende, um Rir den Fall, wo die Function sehr nahe hegende maxima 
oder minima batte, keins davon zu überspringen. 
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Die Ordinate befindet sich dagegen im Zitstande des Minimums, wenn 
die nächst vorhergehende und uäcbst folgende Ordinalen beide 
grösser sind, wie cs hier in den Punctcn m,n,o,q, der Fall ist. 



Um also in den Zustand eines Maximums zu kommen, muss 
die Ordinate erst eine Zeit lang wachsen und darauf wieder ab- 
nehmen; umgekehrt ist es heim Minimum, da muss* die Ordinate 
erst abnehiuen und darauf wieder wachsen, wo dies nicht der 
Fall ist, da kann auch von einem Maximum oder Minimum nicht 
die Rede sein. Die Parabel z. 6. kann also weder ein Maximum 
noch Minimum haben. 

• • . • : . ••• l 

71 

Die figürliche Darstellung der Function y — F(x) durch eine 
krumme Linie, führt wohl allein schon zu der richtigen Vor- 
stellung, dass für diejenigen Puncte, wo die fortgleitende Ordi- 
nate sich im Zustande eines Maximums oder Minimums befindet, 
wie z. B. in M, m, Q, q, die Berülirungsiinie entweder parallel 
mit der Abscissenachse oder senkrecht darauf sein und mithin 

der Differentialcoefficent ^ (die trigonometrische Tangente des 

Berührungswinkels.) = 0 oder = « sein muss. *) 

Um jedoch diese Behauptung zu beweisen und zugleich eine 
allgemeine Regel aufzustellen, nach welcher man den Werth 
(Werthe) von x bestimmen kann, für welchen die Function: 


•) Vorausgesetzt jedoch, dass für den Werth von x, für welchen - - = 0, * , 

dx 

die Function selbst nicht imaginair ist. ist x. B. y — ~~\J x* — n 1 , so ist: 

du h x 

-- — . ; für x = 0, Null, y aber imagmair. 

dx a «-fl 
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y =* F(x) ein Maximum oder Minimum wird, lassen wir dieses 
unbekannte * nm eine sehr kleine Grösse Aar wachsen, so ist: 


y + = F(x) + 


dy 

dx 


• Ax + 


tPy 

dx“ 


Ax“ 

1-5? 


Da nun unter allen Umständen (selbst in den Ausnahmefallen) 
der erste DifTerentialquotient ^ die trigonometrische Tangente 
des Berührungswinkels giebt, so ist vermöge § 47 folgendes klar: 

I. so lange der erste DifTerentialquotient ^ positiv (und 


endlich) ist, ist der Berührungswinkel spitz und es wächst die 
Ordinate (Function) z. B. von C bis M, von m bis N, von 
o bis Q; 

2. so lange der erste DifTercntialcoeflicient negativ (und 
endlich) ist,* ist der Berührungswinkcl stumpf und es nimmt die 
Ordinate ab, z. B. von M bis m, von Q bis q; 

3. wenn also die Ordinate (Function) vom Wachsen zum 
Abnehmen oder umgekehrt Abergeht, so muss nothwendig auch 
der erste Diflerentialcoefficient sein Vorzeichen umkehren, und 
mithin für die Werthc von x, wo dieser Uebergang, also ein 
Maximum oder Minimum Statt findet, nothwendig - 0 oder = * 
sein. *) 


72. 

Cs ist also klar, dass nur für solche Werthe von x die Or- 
dinate (Function) y = F(x) in den Zustand eines Maximums oder 
Minimums kommen kann, für welche zugleich auch der erste 

DifTerentialquotient ^ = F'(x) entweder = 0 oder = » ist. Um- 
gekehrt darf man jedoch nicht behaupten, dass für alle die Werthe 
von x für welche ^ = 0 oder = x ist, auch nothwendig ein 
Maximum oder Minimum Statt finden müsse. Denn es kann der 

*) Eine Function einer veränderlichen Grosse K'(x) kann überhaupt nur 
ihr Vorreichen ändern, d. h. vom Positiven zum Negativen oder umgekehrt 
übergehen, indem sie erst 0 oder » wird. Die Function ( <i — x) 1 z. B. ist 

für x < n positiv, für x> a negativ, für x — a Null. Die Function - — — 

ist für x = o unendlich, geht also vom Positiven zum Negativen durch 's Un- 
endliche über. 
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erste DifTerentialcoeRicient eine Zeit lang positiv (negativ) • sein 
bis zu Null abnehmen (Punct <), «der auch unendlich werden 
(Punct r>) und dann statt sein Vorzeichen zu ändern, wieder in’s 
Positive (Negative) übergehen, so dass also die Ordinate von q 
bis D fortwährend wächst. Zwischen diesen Puncten kann es 
demnach, der Erklärung § 70 zufolge weder maxima noch minima 
geben. Für ein maximum oder minimum ist ausser der Bedingung 
du , 

^=0 oder = « auch nolhwendig noch die erforderlich: dass 

der erste Differentialcoeflkicnl im Uebergange durch diesen Zu- 
stand sein Vorzeichen ändert, (§ 71, 1 , 2 , 3) weil die nächst vor- 
hergehende und folgende Ordinate beide kleiner (grösser) sein 
müssen. 


73 . 

Als eine ganz allgemeine Regel die Werthe von x zu ßnden, 
für welche die Function (Ordinate) y — F(x) ein Maximum oder 
Minimum ist, könnte demnach folgende dienen : 

1 . Man differentiire die vorliegende Function und suche den 
Werth (Werthe) von x, für welchen der Differentialquotient 
F‘(x) = 0 oder auch F'(ar) = oc wird. Hat man diesen mit x 0 zu 
bezeichnenden Werth (die Wurzeln der Gleichung F'(.r )=0 oder 
F'(x)=oc) gefunden, so sehe man zu, ob der nächst vorher- 
gehende und nächst folgende Werth dieses Differentialquotienten, 
d. h. wenn A eine hinreichend kleine Grösse bedeutet (Rdbk. § 70) 
ob fix,, — A) und F'Gr„ + A) entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Ist dann: 

2 . F'(x„ — A) positiv und F'(x„ + A) negativ, so geht die 
Function vom Wachsen zum Abnehmen über und es findet ein 
Maximum Statt (Punct M, Q etc.). Umgekehrt findet ein Mini- 
mum Statt, wenn F'(:r n — A) negativ und F(x f , -fA) positiv ist. 
Die Function geht in diesem FaHe vom Abnehmen wieder zum 
Wachsen über (Punct m, rt, 7 ). 


74 . 

Für die am häufigsten vorkommenden maxima und minima, wo 
die Berührungslinie mit der Abscissenlinic parallel geht, und mit- 
hin alle PifTerentialquolienten stetig bleiben, giebt uns der Tay- 
lor’sche Lehrsatz noch eine andere Regel, welche meistens viel 

ft 


Digitized by Google 



82 


leichter anzuwenden ist, als die im vorhergehenden $ gegebene 
ganz allgemeine Regel- 

Ist nämlich x 0 der Werth für welchen y = F(x) ein Maximum 
oder Minimum wird, so sind Ax , F(x„ - Ax) und F(x 0 + Ax) 
die nächst vorhergehenden und nächst folgenden Ordinate«. 
Oder, indem man diese beiden nächsten Zustände nach dem 
Taylor’schcn Lehrsatz entwickelt: 

/V'7 * * 

F(x„; : Ar)=F(x o ) + F'(x 0 )A.r + F''(x 0 ) 

wo die Glieder mit graden Potenzen von + Ax in beiden Fällen 
dieselben Vorzeichen haben. Da nun aber, sowohl fiir ein maximum 
als minimum der erste Differentiaiquotient F'(x o )=0 ist, so bleibt 
uns noch: 


FCx„ -r Ax) = F(X„) + F"(X 0 ) ■ yyjj + F"'(x 0 ) • + 

Je nachdem nun für denselben Werth x 0 , fiir welchen der 
erste Differentiaiquotient F'(x 0 ) = 0 wird, der zweite Differential- 
quotient F"(x 0 ) positiv oder negativ ist, wird die Ordinate 
F(x 0 ), sowohl rückwärts als vorwärts gleitend, wachsen oder ab- 
nehmen, d. h. die unmittelbar vorhergehende und folgende Or- 
dinate F(xo - AxJ und F(x 0 + Ax) grösser oder kleiner als F(x 0 ), 
mithin letztere ein Minimum oder Maximum sein. 


7Ö. 

Zur Bestimmung derjenigen ma.xima und minima , wo die Be- 
rührungslinic parallel mit der Abscissenachse geht, lautet also die 
einfache Regel : Man setze den ersten Differentialquotienten F'(x) 
= 0 und substituire den Werth xo, welcher dieser Gleichung Ge- 
nüge leistet, in den zweiten Differentiaiquotient F"(x). Je nach- 
dem dieser dann positiv oder negativ ist, hat man ein Minimuni 
oder Maximum. 

Zusatz. Es kann sich treffen, dass für denselben Werth 
Xo, für welchen der erste Differentiaiquotient = 0 wird, auch der 
zweite Differentiaiquotient — 0 ist, alsdann hätte man noch: 

F(xo + Ax) = F(x 0 ) + F'"(x 0 )' + F ,v (*»)• + • • • • 
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Ist nun der dritte Differentialquotient F'"(xo) positiv i so wird 
offenbar (§ 46, 5) mit wachsender Abscisse (+ Ax) auch die 
Ordinate F(x„) wachsen und mit abnehmender Abscisse (-Ax) 
abnehmen, weil (-Ax) 3 -— Ax 3 . Es ist dann F(x„— Ax)<F(x 0 ) 
und F(x 0 + Ax) > F(x 0 ). Ist der dritte Differentialquotient ne- 
gativ, so hat man umgekehrt F(x 0 -Ax)>F’(x„) und F(x 0 + Ax)< 
F(*o). In beiden Fällen kann also F(x») weder ein Maximum 
noch ein Minimum sein (§ 70). 

Ist aber für denselben Werth von x, für welchen sowohl der 
l“* als 2"' Differential-Quotient - 0 ist, gleichzeitig auch der 3'* 
= 0, so hat man noch: 

F(x„ x Ax) = F(x„) + F lv (x 0 ) • (x Ax) 4 + F v (x) • (± Ax) 4 + 

und es ist dann F(x 0 ) ein Maximum, wenn der 4 ,e Differential- 
Quotient negativ, ein Minimum dagegen, wenn er positiv ist etc., 
d. h. wenn für einen Werth von x, =x„ mehrere auf einander 
folgende Differential-Quotienten vom P*™ an, gleichzeitig ver- 
schwinden F'(x 0 ) = 0, F"(x„) = 0 etc., so findet nur dann ein 
Maximum oder Minimum Statt, wenn der zuerst nicht verschwin- 
dende von gerader Ordnung ist. 

76. 

Aufgabe 1. Für welchen Werth von x wird 

.V “ - 5 - — 2 ** + 3x+ 5 

O 


ein Maximum oder Mininum. 

Auflösung. Nach der gegebenen Regel ist hier: 


jjr =X 4 — 4x+3 
ffX 


f/x 3 


2x- 1 


Aus x* — 4x+3 = 0 folgt x=2±l. 

(t* U 

Für x=3 wird 2-3-4 also positiv, ein Minimum. 

Für x=l wird ^|= 2-4 also negativ, ein Maximum, 
und zwar ist das Minimum - 5, das Maximum = 6$. 

«• 
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77. 

Aufgabe 2. Man bestimme die maxima oder minima von 
folgender Function: 

</= £f _j >r * + 4x s -5x ,I +3x+l 

Auflösung. Aus der Gleichung: 

ty-x* — 6x 3 + \2x— 10x + 8 = 0 
d.r 


findet man, dass sie die vier reellen Wurzeln 1, 1, 1 und 3 hat. 
CAnalysis 116.) Um zu entscheiden, ob für x -= 1 und x-«3 
ein Maximum oder Minimum Statt findet, substituiren wir diese 
Werthe statt x in: 

4x 3 - 1 8x a + 24x- 10 

■ dx q 

Für x — 'i * st ^| positiv, daher ein Minimum .v = 0, 1. 

(i'l ii _ 

Für x=l hingegen ist auch ^^=>0, deshalb müssen wir 
noch weiter differentiiren : 

12x a -36x4 24 
dx* 


Für x-1 ist auch der 3'* Differential-Quotient = 0, der 4‘* 
aber, nämlich: 


<l*y 

dx* 


24x — 36 


ist für x= 1 negativ. Für x-- l ist also y ein Maximum = 1, 7. 

Anmerkung. Der Grund, dass für denselben Werth von x, 
mehrere successive Differential - Quotienten - 0 werden können, 
ist leicht einzusehen. In obigem Beispiel lässt sich der r ,c Diffe- 
rential-Quotient in Factoren zerlegt, auch so schreiben: 


~ = (x— I) 3 (x—3) mithin: (§ 22) 
dx 


<Py 
dx * 


= (x—3)3(x— 1)*+Cx- t)*=-(x- l) 2 (lx- 10) 
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=.(4 x- 1 0) • 2(x - 1 ) + (x - 0 2 • 4 ■= (j:- 1 ) C 1 2^ - 24) 

(iS* 

= (1 2x— 24) + (x— 1)- 12-24x-30 

fix 3 

und es ist klar, dass die drei l’ len Differential-Quotienten, wegen 
des gemeinschaftlichen Factors x— 1 , lur x=l gleichzeitig ver- 
schwinden müssen. 

78. 

Aufgabe 3. Für welchen Werth von x wird 

y = e*+2cosx4e“'=4(l+ + • • • ) 

ein Max. oder Min.? (Aus Moigno’s legons pag. 54). 

Auflösung. Für x^O wird jeder der drei ersten DifTeren- 
lialquolientcn -rt, der vierte aber positiv. Für x«=0 giebt es 
also ein Minimum y — 4. Man kann also auch nnrh dem Maximum 
und Minimum eonvergenler Reiben fragen. 

79. 

Aufgabe 4. Für welchen Werth von x wird 

y - b + c (x — «)* 

ein Maximum oder Minimum? 

Auflösung. Man hat hier zuerst: 

tly „ r 
(U ;i ' (X-fl)i 

Mieser erste Dilfercutial-Quotienl kann 
für keinen bestimmten Werth von x, 
-0 werden. Er wird aber ® für x=«. 
Für diesen Werth von x steht die Berührungslinic senkrecht auf 
der Abscissenachse. Fm zu entscheiden, ob ein Maximum oder 
Minimum oder Keines von beiden Statt findet, müssen wir jetzt 
(weil hier alle Differential-Quotienten für x = a, unendlich werden 
S 46, 3), die allgemeine Regel § 73 anwenden. 

Wir substituren also a~ h statt x, dann ist : 

di u „ c 

dx~* (+A)r 
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Dieser 1“' Differential-Quotient ändert also von x = a-k bis 
x = a + h sein Vorzeichen. Für x = a - h ist er negativ, der 
Berührungswinkel r stumpf; Itir x — a + h ist er positiv, der Be- 
rührungswinkel % spitz. Für x = a giebt es also ein Minimum 
y =» b. Dies kann man auch schon unmittelbar aus der gegebenen 
Function y = fc-t-c(x-a)* erkennen, weil für x=a, y = b und 
für x-a~h immer y > b ist. 


Aufgabe b. Es ist von einem Dreieck ABC Grundlinie und 
Höhe gegeben, BC^o, AK — h. Es soll darin, wie Figura zeigt, 
ein Rechterk DEFG so gezeichnet werden, dass der Flächeninhalt 
desselben möglichst gross (ein Max.) wird. 


so dass also s eine Function von x ist. Man hat nun: 


Aus h-ix~ T> folgt x~\h und da der 2 1 ' DiffcrentialcoeBicieut 



negativ ist, so lindet ein Maximum Statt.**) Von einem Mini- 
mum kann hier offenbar nicht die Rede sein. 

*) Für denselben Werth von x, fiir welchen die Function x (k—xi ein 

Maximum oder Minimum int, wird cs offenbar auch das Product -y .x(k — x). 

Man kann also des leichtern Schreibens halber bei Bestimmung der maxima 
und minima einer Function von x, die constanten Factoren, womit dieselbe 
midtiplicirt ist. gleich unberücksichtigt lassen. 

**) ln der Regel sieht man es schon voraus, ob ein Maximum oder Mi- 
nimum Statt findet und hat deshalb selten nflthig, den oft lästigen 2ten Diffe- 
rential-Quotienten zu entwickeln. 


80 . 


ausgcdrückt durch: 



(A— x). Dur Inhalt s des Rechtoks ist also 


* = -^-x(A - X) »= -yCAx-x 11 )*) 
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8L 

Aufgabe 6. In einem gegebenen Kreise ein Rechteck zu 
beschreiben, dessen Inhalt s ein Maximum ist. 

Auflösung. Sei der gegebene Radius = r, die Grundlinie 
des fraglichen Rechtecks = x, also die Höhe = V'4r a — ± 4 , so ist 
der Inhalt: 

3 = x V^4r® — x 4 

Für denselben Werth von x, für welchen z ein Maximum 
wird, ist offenbar auch s 4 ein Maximum. Wir können deshalb, 
des leichtern Differentiirens halber, die Function erst rational 
machen und dann ist: 


3» - 4r 4 .r* -x* 

^ — «r*x - 4 j j 
ilx 

Fm x = 0 giebt es gar kein Rechteck. Wir setzen deshalb 
den andern Factor 2r 4 - x' 1 = 0, woraus die Grundlinie x = rtf'2 
und die Höhe = V / 4r 4 - 2r 4 = ry/2 folgt. Das grösste Rechteck, 
welches in dem Kreise construirl werden kann, ist also das Qua- 
drat und dessen Inhalt - 2r 4 . 


82 a. 

Aufgabe 7. In einer Kugel einen geraden Kegel zu con- 
slruiren, dessen Seitenfläche z ein Maximum ist. 

Auflösung 1. Es sei AC = r der Radius, 
AP=x und MP=y, so ist y-\/2rx- x* ; fer- 
ner BM = >1 gesetzt: 2r-sc:JL=X:2r t woraus: 
X = \/2r(2r—x). Nun ist: t^ynX, also: 

s = \/2rx—x 2 -n-\/'ir ^2r—x 

s = n-^'lr(sXr~x)\Jx = n^2r-{_2rx^-^ a:*) 

dz , . . „ 

dx~ rx - *— jx* =0 

AP = x=> jr 
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Auflösung 2 . Sei MCP-- 0 , so ist y = r sin 0 und x= 2 r 
cos 4 0 , mithin ist: 

s = r sin 0-/T-2 »• cos 40 = 2r 2 7i - sin 0- cos 40 
flz 

jz - cos 40 - cos 0 - i sin 0 - sin 40=0 

<IP 

tg 0 tg 40 = 2 

- — - 7 r— = 2 (Trigon. § 100). 
cos 0 b 

cos 0 ~ 4 

AP = r - r cos 0 = $ r 


82 b. 

Aufgabe *. In einem geraden Kegel den grössten Cylinder 
zu beschreiben. 

Auflösung. Heisst h die Höhe und r der Radius des gege- 
benen Kegels, so ist die Höhe des fraglichen Cylinders - {h. 

Aufgabe 9. l'm einen gebenen Kreis ein gleichsrhenkliches 
Dreieck zu beschreiben, dessen Inhalt ein Minimum ist. 

Auflösung. Das fragliche Dreieck ist ein gleichseitiges. 

Aufgabe 10. Unter allen Brüchen denjenigen anzugeben, 
der sein Quadrat am meisten übertrifft. 

Auflösung. Der gesuchte Bruch ist = 4- 


83. 



Aufgabe 11. Es ist ein Stück Papp in Form eines Recht- 
ecks gegeben. An den Ecken sollen solche gleiche Quadrate 
weggenommen werden, dass, wenn die übrig bleibenden, recht- 
winkligen Streifen I, 1; 2. 2; senkrecht 
gegen die Flüche 3 oufgebogen worden, 
der entstehende holde Kasten au Kubikin- 
halt V möglichst gross werde. 

Auflösung. Es sei die (irrundliuic 
des Rechtecks = b, die Höhe li und x 
die Seite der wegzunehmenden Quadrate, 
so ist die Fläche des Stücks (3), = (6-2x) 


(A-2.r), mithin das Volumen: 


V = x Qb - 2x)(A - 2*) = bhx - 2 (6 + A>r 4 + 4* s 
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^r;= bh-4 (6+A)x-f 12x*-0 

b+h±\/b* ~bh+k* 

x 

6 

Hier kann nur das unlere Vorzeichen gelten, weil von einem 
Minimum , welches = 0 sein würde, nicht die Rede sein kann. 
Wäre h^b, so wäre x - \b und das Maximum V *= J 7 b 3 . Man 
kann dieselbe Rechnung auch auf Dreiecke, Fünfecke etc. an- 
wendcn. 


84 . 

Aufgabe 12. Zwischen den Schenkeln eines rechten Win- 
kels A durch einen gegebenen Puncl die kürzeste Linie MP = i 
zu ziehen. (Von einem Maximum (- * ) kann hier nicht die 
Rede sein.) 



" H p Ä 


Auflösung I. Es seien die Coor- 
dinaten des gegeheneu Puncles: AB = a, 
BC - b und AP = x, AM =* ij , so ist: 

bx 


y:X = b:x-a, woraus : y = 

b^x ' 1 
(x - «)* 


x—a 


mithin: 


„ (x-a) a -26*x-6 a x*-2(x-a;) 

— = 2x+ — 

o x (x — a) 4 


x - a+i /ab' 1 


Auflösung 2. Man setze MPA = «■, so ist CP = — und 

sin 


MC = mithin : 

COS (f 


J.= - 


-+-4- 

cos <p sin <p 


dt. _ a sin >f b • cos </ 
dy cos sin 5 <p 

i \ b 

lg y=t/- 


AP=o+6coty = o + k^. 
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85 . 


Aufgabe 18. Es sind in der geraden Linie AG zwei Puncte 
B und C gegeben, nämlich: AC = a, AB = b. In der auf BC 
senkrechten Linie AB, soll ein Punct M so bestimmt werden, 
dass die von ihm nach B und C gehenden Linien den möglichst 
grössten Winkel » bilden (die Linie BC in M unter dem gröss- 
ten Gesichtswinkel erscheint). In welcher Höhe AM = x liegt 
der Punct? 


r 4. 1 



Auflösung. Es seiÄMÜ = u, so ist: 



tgCu+») = |; 


tg « -f tg a 
1 — tgutg» x' 



ab 

** 


• lg» 


tg» - 


(q - 
ab + ®* 


Weil für denselben Werth von x, für welchen lg» ein Maxi- 
mum ist, auch » ein Maximum wird, so ist es nicht nöthig, diese 

Gleichung auf » = Are tg ^ zu reduciren. Man hat aus 

ersterer Gleichung mit Vernachlässigung des einflusslosen Fac- 
tors a — b 


il ■ ( tg ») jab-r x '*) — x • 2 x 
ilx (nö+j' 2 )‘ i 

x^\/ab. 


80 . 


Aufgabe 14. Die Grundlinie und Höhe eines Rechtecks 
zu bestimmen, welches bei gegebenen Inhalt a den möglichst 
kleinsten Umfang (u) hat. 

Auflösung. Um zuvor einzitsehen, dass Umfang und Inhalt 
nicht von einander abhängen, sei Beispiels halber der Inhalt 
a = 30D'. Nimmt man nun die Grundlinie =9', so ist die Höhe 
-4' und der Umfang = 26'. Nimmt man die Grundlinie = 12', 
so ist die Höhe = 3' und der Umfang jetzt = 80' etc. 
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Sei also die Grundlinie *= x , so ist die Höhe = - und der 


Umfang 


“ = 2 (* + ä 


du a 

_-=l — -=o 
ax 


x — \a 


Unter allen Rechtecken von gleichem Inhalte hat also das 
Quadrat den kleinsten Umfang. 


Anmerkung. Man kann diese Aufgabe und alle ähnlichen 
auch umdrehen und so stellen: Die Grundlinie und Höhe eines 
Rechtecks zu bestimmen, welches bei gegebenem Umfange = 5 
den grössten Inhalt « hat. Denn heisst s die Grundlinie, so ist 
die Höhe = $b — s und der Inhalt 


«= Qb - s)a 

2* = u 

da * 

* = Jb. 


Wir haben hier also wieder ein Quadrat. Es ist demnach 
einerlei, ob wir den Umfang b als veränderlich und den Inhalt 
a als constant, oder umgekehrt den Umfang b als constant und 
den Inhalt a als veränderlich betrachten; das Verhältniss der 
unbekannten Grössen, Grundlinie und Höhe, bleibt in beiden 
Fällen dasselbe. Gauss macht darauf aufmerksam, dass hierin 
eine sehr feine Metaphysik liegt. 


87. 

Aufgabe 15. Den Radius und die Höhe eines geraden Cy- 
linders anzugeben, der bei gegebenem Inhalt a die kleinste 
Oberfläche 3 hat, die Grundflächen mitgerechnet. 

Auflösung. Heisst r der Radius des Cylinders, so ist seine 

Höhe h = mithin die Oberfläche: * = 2 rn- + 2 r 2 7 i oder: 

r*rr r*n 
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i/z 

(Ir 


im = 0 



und h = ir 


Es ist mithin die Höhe gleich dem Durchmesser. Soli der 
Cylinder oben offen sein, so ist h-r. 


88 . 

Aufgabe 16. Eine gegebene Zahl a in zwei solche Theile 
zu (heilen, dass deren Product ein Maximum wird. 

Auflösung. Man findet leicht, dass beide Theile sind. 


89. 


Aufgabe 17. Den Werth von x zu finden, für welchen 
y-'V 

ein Minimum wird. Von einem Maximum kann hier nicht die 
Rede sein. 

Auflösung. Man hat hier zuvor: 

ly —x-lx 
y^e™ 

d l i) = o. 

(Ix 

Den Factor e rU — x*' kann man nicht = U setzen, ohnehin 
würden alle folgenden Differenlialquotienten, weil sie ihn ent- 
halten, verschwinden, mithin von einem Minimum gar nicht die 
Rede sein können (§ 75). Wir setzen demnach den andern Fac- 
tor (r+1 =0, woraus fr — — 1 und x= e~' =~ folgt. Das Mi- 
nimum ist ^“V*. 

90. 


Aufgabe 18. Den Werth von .r zu finden, für welchen 

x ■ — 

y - s/x — x^ 

ein Maximum oder Minimum wird. 
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Auflösung. Man hat hier zuvor: 
ly = yl* 


*L^-Ur.±+l.l 

yrix x* x x 


dy 

(fx 


I 

= ^0-te) = ° 


x 


e (Maximum v/e). 


9L 

Aufgabe 19. Die Werthe von x anzugeben, für welche die 
gebrochene Function 

Gr + 2P 
v Gr + 3)* 


ein Maximum oder Minimum wird. 


Auflösung. Es ist: 


Qx + 2)- (x + ■'>) 
dx Gr + 3)* 


1. Fürar = -3 wird^=*. Wir müssen also in diesem 
rix 

Falle die allgemeine Regel (§ 73) anwenden, um zu entscheiden, 
ob ein Maximum oder Minimum Statt findet,*) mithin — 3~ ft statt 
x setzen, dann ist: 


dy (-1 + ft)* (2 + ft) 
rix “ (+A)» 


Nimmt man nun, wie es geschehen kann und muss, ft ver- 
schwindend klein, so ist der Differentialquotient ~ für - ft ne- 
gativ, für + ft positiv. Für x => — 3 wird also y ein Minimum 
(=-x). 

2. Für x = — i und x--ö wird 0. Die Berührungs- 
linie geht also mit der Abscissenlinie parallel. Um zu entschci- 


*) Die* leuchtet hier viel einfacher au6 der Function selbst hervor. 
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den, ob für diese Werthe von x ein Maximum oder Minimum 

Statt findet, wendet inan auch hier (weil der zweite DifFerential- 

quotient zu complicirl wird) bequemer die allgemine Regel (§ 73) 

. . . du (+A)* C 3+A) ... .. 

an. hur x--2+h ist -f-- _ — positiv, sowohl vor- 

dx CI + A) 3 

her als nachher. Für r = - i giebt es also weder ein Maximum 
noch Minimum. 


. -...rfy (-3 + *)*^*) . u 

Für h ist ~ *= -■ „ - vorher positiv, nach- 

dx C~ 2 — hy r 

her negativ. Für x = — 5 wird also y ein Maximum =* — 6j. 


Anmerkung I. Dass unter mehreren negativen Ordinaten 
die kleinste (- (>|) ein Maximum, iui positiven Sinne genannt 
werden muss, wird klar, indem man die Abscisscnachse um so 
viel tiefer gelegt denkt. Umgekehrt ist ein Maximum im nega- 
tiven Sinne ein Minimum im positiven Sinne genommen. 


Anmerkung 2. Will man in diesem Falle, nämlich bei ge- 
brochenen Functionen, auch den zweiten Diflerentialquotienten 
entwickeln und 


dy (x + 2) 4 (x 4 5) P 
dx~ (x 4- 8>» Ö 

nochmals diflerentiiren, so wird man folgenden Rechmmgsvortheit 
nicht aus den Augen lassen. 

Nachdem man nämlich den Nenner mit dem Differential des 
Zählers multiplicirt hat , braucht man den Zähler (eben weil er 
ja für ein Maximum oder Minimum =0 ist) nicht mit dem Dif- 
ferential des Nenners zu miiltiplicircn. Man hat also hier z. B. 

kürzer : 

d^y Cx43) 3 j(x 4- 5) • 2Cx 4 2) + (z + 2) 3 t 
dx * ~ ' Cx + 8)" 1 

d'y 3(x 4- 2) Cx 4- 4) j. rfP 
dx*~ C-^+3) 8 0 dx 

Man hat also nur den Zähler des ersten Diflerentialquotienten 
zu diflerentiiren und den Nenner, wie er ist, zu lassen. 
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d*tf 

Für x - — 5 ist negativ, daher ein Maximum. 

(f 'l |f 

Für x = — 2 ist aber -t-~ = 0. Wir müssen also weiter dif- 

ff.r 3 

ferentiiren (§ 75). 

Hx + 18 1 </*P 

(fx* Qx + ft) 3 Ö 

Da nun dieser . dritte Didcrentiatquotient für x = - 2 nicht 
auch = 0 wird, so giebt cs für x - — 2 weder ein Maximum 
noch Minimum {§ 75 Zus.). 
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Sechstes Buch. 


Convexität, Concavität, Inflexiou. 


92 

Erklärung. Eine krumme Linie oder ein Theil derselben heisst 
convex (erhaben) oder concav (hohl) gegen die Abscissen- 
achse, je nachdem derselbe, von irgend einem seiner Puncto aus 
betrachtet, ganz ausserhalb der durch diesen Punct gedachten Be- 
rührungslinie und der Abscissenachse liegt, wie mMM' oder da- 
zwischen fällt wie «NM' und durch eine gerade Linie nicht in 
mehr als zwei Punctcn geschnitten werden kann. 

Die Puncte, wo eine krumme Linie von Convexität in Conca- 
vität oder umgekehrt übergeht, heissen In flexions- oder Wen- 
dungspuncte. (Z. B. s. t. v. Fig. § 70.) 

Eine krumme Linie oder Bogen, weicher einen Wendungs- 
punct hat, also theils convex, theiis concav ist, kann durch eine 
gerade Linie in mehr als zwei Puncten geschnitten werden. 

93. 

Um nun eine allgemeine Regel zu linden, nach welcher man 
bcurthcilen kann, ob eine krumme Linie, deren Gleichung y = F(x) 
gegeben, von einem bestimmten Puncte M oder N aus betrachtet, 
convex oder concav ist, und wo ihre etwaigen Wendungspuncle 
liegen, bringt die Differential- oder Fluxionsrechnuug durch un- 
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mittelbare Anwendung des Tayiorschen Lehrsatzes die Function 
y = F(x) ganz einrach zum Fliesscn.* *) 


94. 



Seien x, y die Coordinaten 
eines Puncles M oder N. Setzen 
wir in: t/*F(x), x + Ax statt x, 
und ziehen den alten Zustand von 
dem neuen ab, so ist bekanntlich: 




Ax' 1 (t 3 y 
1-2 


Ar 3 

1 • 2 ■ 3 + 


und: RT = '-^ Ax 

<tJT 


Da wir nun, um keinen Wcndungspunct zu überspringen, Ax 
so klein annehmen müssen und können, dass jedes Glied in der 
Tayiorschen Reihe grösser ist, als die Summe aller folgenden, so 
erhellet leicht, dass wenn für positive und wachsende Ordinalen, 

wo ja immer positiv ist, **) der 2'* Differential -Quotient 

fl * 1 fj 

auch positiv ist, dann nothwendig RM‘> RT ist (die Ordi- 
nate wächst accclerircnd), und die krumme Linie von M aus 
oberhalb der Berührungslinie liegt, mithin vorwärts convex ist. 
Dies ist sie dann aber auch rückwärts. Denn lassen wir die 
Ordinate MP=y zurückfliessen, indem wir - Ax statt + Ax setzen, 

ff* 1 fi C — A 

so bleibt, wegen der geraden Potenz, das Glied ■ — - - - — 
positiv, und es ist dann: 


*) Diejenigen l’imcle, welche in der Abscissenachse selbst liegen, so wie 
wich die, wo die Berührungslinie senkrecht auf der Abscissenachse steht, und 
der Taylorsche Lehrsatz keine Anwendung findet, werden wir §§98 und 104 
besonders betrachten. 


**) Der Fall , wo die Ordinate sich gerade im Zustande eines Minimum 


• du 

befindet und — =0 ist, macht keiue Ausnahme. 
ax 


7 


Digitized by Googl 


98 


dy r 

rm ir c ~ 


Aj;) + 


tl*y Az 2 

dF* ' 1T2 




d. h. rm ist kleiner als rf, (die Ordinate nimmt rctardirend ab) 
mithin der Bogen M'Mm, weil oberhalb der Berührungslinie lie- 
gend, convex. 

2. Ist der zweite Difierentialquotient negativ, wie es für 
die Abscissc des Punctcs N der Fall ist, $0 ist nothwendig 
RM' < RT und m > rt' und die krumme Linie ist dann von N 
aus sowohl vorwärts als rückwärts concav. 


95. 


Wir haben im vorhergehenden § wachsende und positive 
Ordinalen angenommen. Es ist jedoch (nolhigenfalls durch Hülfe 
einer Figur) leicht einzusehen, dass ganz dieselben Schlüsse für 

abnehmende positive Ordinalen, wo ^ negativ ist, 


so wie 


du 

auch für die Puncte, wo =0 ist, Statt finden. Für negative 

Ordinalen jedoch findet gerade umgekehrt Convcxität Statt, wenn 
J2f« (fr 11 

negativ, und Concavität, wenn ”, positiv ist. Mit Berück- 
sichtigung des Vorzeichens der Ordinate y ist daher die allge- 
meine Regel, welche alle Fälle umfasst: Eine krumme Linie ist 

(friß 

so lange convex, als das Product y •”£ positiv, concav da- 
gegen, wenn dieses Product negativ ist. 


96. 

Für diejenigen Abscissen aber, für welche als dritter Fall, der 
zweite DifTerentialquoticnt =0 ist, ist für das Forlfliessrn und 
Zuriickflicssen der Ordinale y, die Differenz derselben 


>hj , , . tPi/ (±Aa;) s 


Ist nun der drille Dilfcrenlialquolicnl 


d 3 y 
dx 3 


positiv, 


so ist 
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für + Ar, RM'>RT (weil jaRT-^-Ar) und für -Ar, rm>rl, 

(IX 

mithin die krumme Linie vorwärts convex und rückwärts concav, 
und folglich dieser Punct noth wendig ein Wendungspunct. 

Ist umgekehrt der dritte Diflerenlialquoticnt negativ, so ist 
für -f Az, RM<RT und für — Ar, rrn < rt, mithin die krumme 
Linie vorwärts concav, rückwärts convex und dieser Punct noth- 
wendig wieder ein Wendungspunct. 

ln den Wendungspuncten muss demnach die Berührungslinie 
die krumme Linie allemal schneiden. 


97 . 

Aus vorstehendem § folgt also zur Auffindung der Wendungs- 
punctc einer krummen Linie die leichte Regel: Man setze den 

zweiten Differenlialquoticnten — F"(x) — 0, so geben die 

reellen Wurzeln dieser Gleichung die Abscisscn der Wcndungs- 
puncte. 

Anmerkung. Es kann sich treflen, dass für denselben 

Werth x,„ für welchen der zweite Diflerenlialquoticnt F"(x) = 0 

wird, auch noch der folgende oder mehrere successiv folgende 
verschwinden. Alsdann kann es offenbar nur einen Wendungs- 
punct geben, wenn der erste nicht verschwindende höhere Dif- 
ferentialquotient von ungerader Ordnung ist. 

98 . 

* Wir haben nun schliesslich noch den Fall zu betrachten, 
wo in einem Puncto die Berührungslinie senkrecht auf der Ab- 
scissenlinie steht und folglich alle Differenlialquotienten » (un- 
stetig) sind. Hier kann jedoch der Taylor’sche Lehrsatz nur 
darauf aufmerksam machen, dass man diesen Fall unmittelbar be- 
trachten und Zusehen muss, was vorher und nachher passirt. 

Ist nämlich y = F(x) die Gleichung einer krummen Linie und 
x ii die Abscissc, für welche F'(x), F"(x) etc . - x> sind, so ist 
F(xo-Ae) die nächst vorhergehende und F(x 0 +Az) die nächst 
folgende Ordinale. Sind nun: 

1. beide Ordinalen reell und gleichzeitig kleiner oder grösser, 
als die Ordinate F(x»), so findet ein Maximum oder Minimum, 
aber kein Wendungspunct Statt. Die krumme Linie bildet 
einen Pfeil. 

v 
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2. Ist die eine Ordinate grösser, die andere kleiner als F(x«), 
so ist der fragliche Puncl ein Wendungspunct. Dies zeigt dann 
auch der zweite DilTerentialquolient F"(xa - Ax) der dann von 
x = x<i — Ax bis x = x,i + Ax vom Positiven zum Negativen, oder 
umgekehrt durch's Unendliche übergeht. 

8. Ist von den beiden Grössen F(x (1 — Ax) und F(x„ + Ax) 
die eine reell, die andere imnginair, so gieht cs (im Allgemeinen) 
erstens einen Rückkehrpunct, wenn die reelle Grösse nur einen 
einzigen Werth hat, zweitens einen Schnabel, wenn die reelle 
Grösse zwei Werthe hat, die beide grösser oder auch beide klei- 
ner als F(x„) sind; drittens wenn aber der eine Werth grösser, 
der andere kleiner als F(x 0 ) ist, so bezeichnet der fragliche Puncl 
einfach die Grenze der krummen Linie. 

•1. Wenn endlich beide Grössen F(x n - Ax) und F(x 0 + Ax) 
oder auch nur eine derselben mehr als zwei Ordinatcn geben, 
so ist der fragliche Punct tim Allgemeinen) gleichzeitig, sowohl 
ein Wendungspunct, als auch ein sogenannter vielfacher Punct 
und zwar ein doppelter Punct, wenn zwei und ein dreifacher 
Punct, wenn drei Zweige durch ihn gehen etc. 

Anmerkung. Diese eben erwähnten Puncte pllegt man wohl 
die besondern Puncte der krummen Linien zu nennen. 

Um sie zu finden, kann aber die Differentialrechnung ("eil 
gerade in diesen Fällen der Taylor’sche Lehrsatz nicht anwendbar 
ist) keine andere Vorschrift geben, als dass man erst zusichl, in 
welchen Fällen die DifTcrenlialquotienten 0, ■» oder £ werden, 
und dann die Art des fraglichen Puncts bestimmt, indem man 
unmittelbar untersucht, wie viel Zweige der Curve durch diesen 
Punct gehen , ob sie sich diesseits oder jenseits erstrecken und 
zugleich auch die Lage der Berübrungslinien bestimmt. 


99 . 

Aufgabe. Zu untersuchen, ob die Parabel concav oder 
convex gegen die Abscissenlinie ist und einen Wendungspunct hat. 


Auflösung. Aus der Gleichung y = \ /ax folgt: 


% “ 4 a ‘*‘ 


>Py 

dx" 
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Da hier der zweite Diflerentialquotient für jeden Werth von 
x negativ, so ist die Parabel in ihrem ganzen Verlauf concav 
gegen die Abscisscnachse. Einen Wcndungspunct kann es schon 
deshalb nicht geben, weil der zweite Diflerentialquotient nicht = 0 
gesetzt werden kann. Ebenso verhält es sich mit den beiden 
übrigen Kegelschnitten. 

100 . 

Aufgabe. Die logarithmische Linie y - Ix in Bezug auf 
Convexität, Concavität und Wendungspunct zu discutiren. 

Auflösung. Aus der Gleichung folgt: 

dy 1 fl' 1 y 1 

fix x’ fix' 1 x‘‘ 


Für alle x> 1 ist das Product negativ; die Linie also 

concav f§ 95). Für alle .r, welche echte Brüche sind, ist y 

ff 1 - y 

negativ, das Product positiv: der unterhalb der Abscissen- 

achse liegende Zweig also convex. 

Ein Wendungspunct kann nicht Statt linden, weil der zweite 
DilFerentialquolient für keinen Werth von x, - 0 werden kann. 


101 . 



Aufgabe. Den Lauf der Curve anzu- 
geben, deren Gleichung: 

// = 6 + Cr — o) 4 

Auflösung. Es ist: 


<ty 

fix 


=4 (x-a) 3 ; 


tl^y 
fix * 


= 1 2(x — n)' 1 


fPy 

fix 3 


21 (,r— fl); 


fl*y 

t/x* 


24. 


Für x~a ist ^ = 0. Die Bcrühriingslinic geht parallel mit 

der Abscisscnlinie: die Ordinate y = b ein Minimum, weil für 
x = a, der erste nicht verschwindende gerade Diflerentialquotient 
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(t*V 

positiv ist (§ 75). Dies folgt auch schon, erstens : aus der 

Gleichung selbst, indem fiirx = «±A, die Ordinate y- b + h*; 

zweitens daraus: weil der erste Differentialquotient ^ von x — a — /* 

bis x — a + h sein Vorzeichen ändert. Der zweite Differential- 
quotient ist zwar =0 fürx=o, es findet deshalb aber kein 
Wendungspunct Statt, weil der erste nicht verschwindende höhere 
Differenlialquolient kein ungerader ist (§ 97). Einfacher noch 
folgt dies aus dem Verhalten des zweiten Differenlialquolienten, 
der für alle Werthe, welche dem x = o vorhergehen und folgen, 
stets positiv und mithin die krumme Linie (mm 1 ) auch stets 
convex ist. Man wird, als zur Uebung dienend, finden, dass die 
der Gleichung: // = 6-(x — o) 4 entsprechende Linie 0»»') für 
positive Ordinalen stets conrav ist und für x~a ein Maximum 
y - b hat. 


102 . 



Aufgabe. Den Lauf der krummen 
Linie aiizugeben, deren Gleichung: 

y b-f(x — «) s 

Auflösung, liier ist: 


dy 

dx 


50 - o) 4 


dPy 

dx ' 1 


— 20(x— a) 3 


Es ist nun zwar für x - a, ~ = 0 und die Berührungslinie 

wieder parallel mit der Abscissenachse, jedoch findet weder ein 
Maximum noch Minimum Statt, weil für x = a der erste nicht 

verschwindende höhere Differenlialquolient = 120 nicht von 

gerader Ordnung ist (§ 75). Dies erhellet noch leichter, 
erstens: aus der Gleichung selbst, indem die nächste Ordinate 
für x-a-h kleiner, für x=a+h aber grösser ist, als liir x-a ; 
zweitens: aus dem Verhalten des ersten Differentialquotienten, 
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der für x = a ~ h stets positiv ist (sein Vorzeichen nicht ändert). 
Der zweite DiiTcrcntialquotient wird =0fiirx = a und da nun 

der erste nicht verschwindende höhere DiiTcrcntialquotient 

von ungerader Ordnung ist, so findet für x=a ein Wendungs- 
punct Statt (§ 97) und zwar ist die krumme Linie nach M stets 
convex, vor M für positive Ordinaten concav, für negative 
convex (§ 95). 


103 . 


Aufgabe. Die krumme Linie zu discutiren, deren Gleichung: 
y = t/x i t/x 


Auflösung. Weil jede gerade Wurzel das doppelte Vor- 
zeichen hat, so ist zuerst klar, dass die krumme Linie sich nach 
der positiven Seile hin, mit zwei Schenkeln in’s Unendliche er- 
streckt. Fiir x ~ I schneidet der untere Schenkel die Abscissen- 
achse. Da nun: 



i_ + _L 

S» yx* 

d'y i 

dx l ’ Vx s 


und für x - 0, unendlich ist, so steht die Berührungslinic im 

Anrangspuncl A beider Schenkel senkrecht auf der Abscissenachse. 
Für den obern Schenkel giebt es weder ein Maximum noch 

ein Minimum, weil ^ für x = 0 bis x-x immer positiv ist. Da 


ferner für diesen Schenkel r — + .4 nicht = 0 wer- 

dx* 

den kann, und immer negativ ist, so bleibt dieser Schenkel in 
seinem ganzen Verlauf concav. 

Für den untern Schenkel, welcher mit dem obern einen 
Schnabel bildet, ist: 


dy _ 1 _ t d-y 2 1 

dxfyx* dx* 4\Zx* 
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du 

Für x = (§) 8 wird ^=0 und da für diesen Werth von x 
der zweite Dificrcntialquotient negativ ist, so giebl es ein Maxi- 

mum (y = Ä) 

Um einen etwaigen Wendungspuncl zu finden, setzen wir 
d' l u / 8\ 6 

=■= 0, woraus: x=( - 1. Für diesen Werth von x giebl es 

einen Wcndungspunct, weil der dritte DilTerentialquotient nicht 
= 0 ist etc. 


104. 

Aufgabe. Den Lauf der parabolischen Linie anzugeben, 
deren Gleichung: 



Es ist, wie aus der Auflösung der cubischen Gleichung 
x s — 9x* + 23x — 15 = 0 folgt: y = Gr— l)(x — 3)(x— 5), mithin: 
^ = 0 lur x— 1, = 3, =5. Von x=l bis x==3 ist y stets po- 
sitiv; von x = 8 bis x = 5 ist y negativ. Für x < 1 ist y immer 
negativ; für x>5 immer positiv. Die krumme Linie schneidet 
die Abscissenachsc also dreimal. 

Ferner folgt ans : ~ - 3x* — 1 8x + 23 — 0 , dass x = 3 

d‘ l u 

Da nun lur x = 3 + ^f positiv und fürx = 3— negativ 

ist, so findet für erstem Werth von x ein Minimum und für den 
andern ein Maximum Statt. Für einen etwaigen Wendungspuncl 

f/2 M 

folgt aus = 6x - 18 =» 0, dass x = 3. Da aber für diesen Werth 
von x, die Ordinate y - 0 und also das Product weder 

(IX 2 

positiv noch negativ ist CS 9.5), so muss man in diesem Falle, 
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wo nämlich der fragliche Wendungspunct in der Abscissenachse 
liegt, das Verhallen des zweiten DifTerentiaiquotienten hinsichtlich 
seines Vorzeichens unmittelbar vor und nach diesem Durch- 

^5 je 

schniltspuncl untersuchen. Für x = X + h ist j~ tl = + (>/». Vor 


fjl f# 

dem Durchschnittspunct sind die Ordinalen positiv, also 
negativ. Nach dem Durchschnittspunct sind die Ordinalen negativ, 
•I S ° ^ dx- w ' e< ^ eruin negativ. Die krumme Linie ist also vor 


und nach dem Durchschnittspunct concav und deshalb muss der 
Durchschnittspunct ein Wendungspunct sein. Es ist auch unmit- 
telbar einleuchtend, dass eine einförmige krumme Linie, die sich 
ohne Wendungspunct durch die Abscissenachse hindurch zieht, 
auf der einen Seite nothwendig concav, auf der andern Seite 
convex ist. Ist eine einförmige krumme Linie aber auf beiden 
Seiten concav oder convex, so ist der Durchschnittspunct ein 
Wendungspunct. 


105. 

Aufgabe. Die krumme Linie zu disculiren, deren Gleichung: 

y- 4±Gr-8>t/0-4). 

Auflösung. Für x < 4 ist y ima- 

• ginair. Für x>\ bekommt y zwei Werthe, 
die gleichviel über und unter 1 sind. Die 
krumme Linie wird also durch eine mit 
der Abscissenachse parallelen Graden in 
zwei Hälften getheill. Für x = n werden 
beide Ordinalen gleich (- 4). ln M ist 
ein Doppelpunct. Ferner hat man: 


(fr 


= x \/x-4 


x — 8 
Z 2V.C-4 


Für j;^4 wird Die Berührungslinie steht senk- 

recht auf der Abscissenachse. Für x = 8, wird — t. 2. Im 

(IX 

Doppelpunct M giebl es also zwei Berührungslinien. Für x~b\ 
giebt es ein Maximum und Minimum etc. 
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Von der Krümmung der Curven. 


106 . 


Hi r k I fi r u n g. Seien ij Fix) und v /\x) die Gleichungen zweier 
krummen Linien CD, l£F, welche nur dieselbe Aliscissenlinie und 
üiiT denselben Aul'iings|)iinct bezogen sind. Wäre nun Ihr einen 
bestimmten Werth x, Fix) - /Ix), so hüben die krummen Linien 
für diesen Werth ,r einerlei Ordinate y = y^ -MP und gehen also 
beide durch denselben Punct M. Lässt man die Abscisse um 
Ax wachsen, so haben wir: 

y + Ay =* F(x) + F'(x) • Ax + F"(x) • + 

/Vp2 

y + Ay = /tx) + /’(x)-Ax+ — y+ 


Wäre nun ausser fix) *= F(x) auch noch f(x) = F'(x), so haben 
beide krummen Linien in dem gemeinschaftlichen Puncte M auch 
eine gemeinschaftliche Berührungslinie, und Lagrange sagt: in 
diesem Falle finde unter beiden krummen Linien im Puncte M 
eine Berührung ersten Grades StatL Wäre ausserdem auch 
noch f'(x) = F"(x), so nennt Lagrange dies eine Berührung 
zweiten Grades, und wenn noch f"'(x) = F"‘(x) eine Berührung 
dritten Grades etc. 
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Es ist einlenchtend , je mehr auf einander folgende stetige 
Differentialquotienten , vom ersten an, einander gleich sind, je 
inniger schmiegen die beiden krummen Linien, in der Nähe ihres 
gemeinschaftlichen Punctes M, sich aneinander. 


107. 

Aufgabe. Es sei die eine Linie vollkommen bestimmt, 
i. B. eine Parabel y=-\/ ( Jx, die andere Linie aber nur der Art 
nach bestimmt, sie soll z. B. eine parabolische Linie sein, deren 
Gleichung die Form: y = a + bx + cx* hat. Man soll nun die 
Coeflicienten a, b, c so bestimmen, dass diese Linie mit der 
Parabel y = v/ Skr im Puncte M dessen Coordinaten x-4, also 
y = 6 sind, die möglichst innigste Berührung eingehl. 

Auflösung. Man hat zuerst rus den beiden Gleichungen: 


y^y/'Jx 

dy jt_ 
t/x '2\/x 

d‘y :t 
tix* Äy/x* 


y => n + bx +CX 1 


rfy _ 

dx 


b + :)rx‘ 


«n y 


Da nun im gegebenen Berülirungspunct M beide Ordinalen 
y, y gleich sein müssen und für x - 4, y - C ist, so müssen die 
Coeflicienten a, b, c so beschaffen sein, dass die Function 
d + bx cx 3 für x = 4 auch y = 6 giebt. Dies giebt uns die 

erste Bedingungsgleichung (1). Da ferner für x = 4, 

und auch sein soll, so giebt dies die zweite Bedingungs- 

tfix 8 

gleichung (2). Weil ferner für x = 4, so R ieb * uns 

dies noch eine dritte Bedingungsgleichung (3), und mehr kann 
inan hier nicht aufslellen. 


6 = a-t 4ft + 64c CO 

J = b + 48« C») 

- Ä = 24c c*> 
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Aus diesen drei Bedingungsgleichungen findet inan nun 
c = — & = | « •* t* Oie gesuchte parabolische Linie ist also: 

Setzt man hierin x~4, so ist fiir diesen Werth von x, ebenso 
wie für die Parabel y = y'U.r, die Ordinale y = 6, ^ = {f — -i, 

<^L = _ 3 

dx* 128 "* 

Anmerkung. Aus diesem Beispiele erhellet wohl, dass, 
weil eine Berührung 2ten Grades auf drei Bedingungsgleichun- 
gen führt und die hier der Art nach gegebene Linie y =a+bx+cx* 
nur drei zu bestimmende CoefTicienlen, a, b, c, enthält, hier auch 
keine Berührung hohem Grades gefordert werden kann. Hätte 
jedoch die der Art nach gegebene Linie vier unbestimmte Coef- 
licienten. wäre sie z. B. in dieser Form gegeben: y-a+Gx+yx^+dx*, 
so hätte man noch die :ilen DilTerenlialquotirnten einander gleich 
setzen können, man hülle dnnn zur Bestimmung der vier Coef- 
ficienlen «, f. y. d auch vier ßedingungsglcichungen gehabt und 
die Linie würde mit der l’arahel eine Berührung 3ten Grades 
eingegaugen sein. 

108 . 

Von Wichtigkeit, namentlich für die höhere Mechanik, ist es 
nun, denjenigen Kreis zu bestimmen, der mit einer gegebenen 
krummen Linie in einen bestimmten l’unct derselben die mög- 
lichst innigste Berührung eingeht. Dieser Kreis wird Krümmungs- 
kreis und sein Radius Krümmungshalbmesser genannt. 

Um für die Berechnung desselben, in besonder!) Fällen, gleich 

eine allgemeine Formel abzuleiten, 
sei allgemein y = Ffj - ) die gege- 
bene krumme Linie und x, y die 
gegebenen Coordinaten des Punctes 
M, für welchen der Krümmungskreis 
bestimmt werden soll. 

Denkt man durch M eine Be- 
rührungslinie und eine Nonnal- 
linie gelegt, so kann man oflen- 
har aus unzähligen Puncten der 
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Normallinie Kreise beschreiben, welche alle in M eine gemein- 
schaftliche Tangente haben. Unter diesen unzähligen Kreisen 
muss es nun einen geben, der im Punctc M die innigste Be- 
rührung mit der gegebenen Linie y = F(x) eingeht. Eine Methode 
ihn genau zu bestimmen, hat schon Her vorhergehende § ver- 
rathen. 


109. 

Man setze nämlich, auf dieselbe Abscissenlinie und denselben 
Anfangspunct A bezogen, die durch M(x,y) bestimmten aber un- 
bekannten Mittelpunclscoordinalen des gesuchten Kreises : AB~a, 
CB = S und den unbekannten Radius (Krümmungshalbmesser) 
CM=p, so ist, wenn man mit y die laufende Ordinate des Kreises 
bezeichnet: (y-S) a -f(x— «) a = ? a die Gleichung desselben. 

Bezeichnen wir Kürze halber, die Dilferentialquotienten der 
gegebenen Gleichung # = F(x) mit p, <]■•■, so haben wir, ganz 
wie in § 107:*) 

y = F(x) y = S+[e 4 -(x-a) 4 ]* 


d JL_„ 

rfy = _ 

X—a 

dx 1 

dx 

[ e *-(x- B)*l* 


d* y 

e* 

dx a q 

<ix‘ l 

te*-(a?“«) a ] 3 


Weiter brauchen wir nicht zu diflerentiiren, weil die allge- 
meine Gleichung des Kreises nur drei zu bestimmende Constan- 
ten «, §, q enthält. 

Der Kreis kann deshalb mit einer krummen Linie y = F(x) 
(iin Allgemeinen) auch nur eine Berührung 2len Grades ein- 
gehen. Die drei Bedingungsgleichungcn zur Bestimmung der 
drei Constanten «, €, q sind hier also (indem für den bestimm- 
ten Punct M Gr, y~) der krummen Linie y - F(x), x, y, p, q ge- 

, „ . . , dy dq d' l y d'hj 

«ebene Grossen sind und y - y ; ; ' P> -fijk ~ ~ 7 

sein muss): 


*) § 130 lehrt eine kürzere Ableitung des Krümmungshalbmessers. 
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s + [p®-C*'-«)®]*=p CO 


[ Q °—(x-ayy v 

Q * 


co 

co 


Um hieraus a und t, oder worauf es eigentlich nur ankommt, 
^ zu finden, addire man zu der quadrirten 2ten Gleichung auf 
beiden Seiten 1, so kömmt 


e 2 - Cx -«) 5 


-=l+p a 




= C1+P 2 ) 3 - 


CO 

CO 


Dividirt man (O durch (3) so hat man: 
__ O+ppa 


Wollte man zur vollständigen Bestimmung des Krümmungs- 
kreises ausser seinem Radius q auch noch die Coordinaten a, f 
seines Mittelpunctes haben, so giebt die Gleichung (4) durch 
( 3 ) dividirt: 




l+p ,J 


•CO 


Aus (1) folgt: — $ 

mithin: y-€ = — LtJL CO 

Die Gleichung CO mit (6) innltiplicirt, kömmt: 

CI + pO 


X — a=-p 


CO 


Aus CO und (8) folgen nun die durch die gegebenen 
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Grössen x, y, p, q für den Pnnct M (x, jO bestimmten Werthe 
von a und f, nämlich: 


a-x — p- 


U 

<7 


f + 


l + p ' 1 
Q 


UO. 



Denkt man sich eine krumme Linie durch die Bewegung eines 
Punctes beschrieben, so ist die augenblickliche, sich stetig 
ändernde Richtung desselben an irgend einer Stelle A oder B, 
durch die daselbst gedachte Berührungslinie gegeben. Hat der 
Punct A den Weg AB (ohne Wendungs- 
punct, Spitze etc. gedacht) durchlaufen, so 
ist die Grösse der Richtungsänderung durch 
den Winkel ACB gegeben, den die beiden 
durch A und B gehenden Normalinien bil- 
den, indem dieser Winkel dem bei V 
gleich ist. 

Je grösser nun das Bestreben des be- 
schreibenden Punctes A ist, von seiner 
augenblicklichen Richtung in A abzuweichen, je mehr krümmt 
sich offenbar die Linie an dieser Stelle. Wäre dieses Krümmungs- 
bestreben in allen Puncten immer dasselbe (constant) mithin die 
Richtnngsänderung des beschreibenden Punctes für gleich 
lange Bögen gleich und folglich der Länge des durchlaufenen 
Weges proportional, so würde die krumme Linie überall von 
gleichförmiger Krümmung sein. Diese Eigenschaft hat offen- 
bar der Kreis, aber auch nur der Kreis. Für jede andere krumme 
Linie ist das Krümmungsbestreben (die Krümmung) von Punct 
zu Punct veränderlich. 

In Betreff der Kreise kommt man leicht von selber zu der 
Einsicht, dass sich ihre Krümmungen umgekehrt wie ihre Radien 
verhalten. Denn beschreiben die Puncto A und « zwei conccn- 
Irische Kreise, so sind die Puncte in B und b angekommen, um 
gleich viel von ihrer anfänglichen Richtung abgewichen. Da nun 
aber die Länge der Bögen zu gleichen Winkeln am Millelpunct 
sich wie die Radien verhalten, so muss auch das constante Krüin- 
mungsbestreben des Puncts a so viel mal stärker sein, als der 
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Bogen | ab kleiner als AB, oder als der Radius ac kleiner 
als AC ist. 

Betrachten wir dcinnach die Krümmung eines Kreises, dessen 
Radius - 1 ist, als Einheit, so sind die Krümmungen der Kreise, 
deren Radien = 2, 3, • • • • r sind, durch die reciproken Werlhe 

derselben 4, j , • • • • y gegeben. 

111 

Mit diesem Kriimmungsinaass für Kreise können wir nun aber 
auch die Krümmung jeder andern Linie messen und uns dadurch 
von der Grösse dieser Krümmung in verschiedenen Puncten ei- 
nen klaren Begriff verschaffen. 

Wenn nämlich ein Kreis in einem gegebenen Punct MO, y) 
einer krummen Linie die möglichst innigste Berührung mit der- 
selben eingcht (§ 108), so kann man daselbst einen sehr kleinen 
Theil (Element) der krummen Linie als mit einem eben so klei- 
nen Bogen des Kreises zusammenfallend betrachten und annehmen, 
dass die krumme Linie in dem Puncte M dieselbe Krümmung, 
wie der erwähnte Kreis habe. Dieser sich bei M am genauesten 
anschmiegcndc Kreis, wird deshalb auch schicklicherweise 
Krümmungskreis und sein Radius Krümmungshalbmesser ge- 
nannt, weil wir durch Vermittelung dieser Krümmungshalbmesser 
die Krümmungen in verschiedenen Puncten messen und mit ein- 
ander vergleichen können. Je grösser der Krümmungshalbmesser, 
je schwächer die Krümmung und umgekehrt. 

Sowohl der Radius q als auch die Mittelpuncts - Coordinatcn 
a, ti des Krüinmungskreiscs fiir einen gegebenen Punct MO, y) 
einer beliebigen krummen Linie y = KO) sind schon in § !09 
gefunden, nämlich allgemein: 

- d +p«)* 

Q 1 

9 


112 . 

1. Weil q eine absolute Länge, also stets positiv ist, so 
muss man von dem doppelten Vorzeichen der geraden Wurzel 
stets dasjenige nehmen, welches p positiv giebt, also das obere. 
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wenn die krumme Linie, wie hier bei der Ableitung angenommen, 
concav, mithin 7-^3 negativ ist (<j 05). 

2. Ist 7 - 0 , so ist <) = oc und die Krümmung -=0. Dies ist 

e 

für alle Wcndungs|>uncte der Fall, in deren Nähe /) und 7 in 
Bezug auf x conlinuirlich bleiben. 

Ist für einen besondern Werth der Abscisse, </=x, ohne 
dass die Bcrührungslinic senkrecht auf der Abscissenlinie steht 
(also p nicht = x ist) so wird g = 0 und die Krümmung un- 
endlich. 

■t. Werden beide Diflerentialquolienten p und 7 unendlich, 
so bestimmt inan g nach $ <> 2 . 

5. Wird eine der Grössen 7 unstetig, so muss man die 
Sache unmittelbar untersuchen. 

ti. Weil der Krümmungshalbmesser g nur eine Function von 
p und 7 ist, so müssen auch zwei krumme Linien, welche einen 
Punct MO, 7 ) gemein haben und in welchem // und 7 für 
beiderlei krumme Linien gleichwerthig sind, für diesen Punct 
einerlei Krümmungskreis haben. 

113 

Aufgabe. Den Krümmungshalbmesser der Parabel y = \/ax 
für den allgemein gegebenen Punct MO, jy) zu bestimmen. 

ö ^ fli 

Auflösung. Man hat hier zuerst: p=— t ; 7 = -— 3 . Setzt 

man diese Werthe von /> und 7 in die allgemeine Formel für 
den Krümmungshalbmesser, so ist: 

Für x - O ist die stärkste Krümmung im Scheitel g - ja = 
dem halben Parameter. Für grösser werdende x wird o immer 
grösser und die Krümmung also immer schwächer. 

Für « = 0 und x-l ist g=—°. Denselben Krümmungshalb- 

5 15 x 3 

messer hat für r *- 4, auch die krumme Linie 1 /= 

2 1 h 2 i»t> 

($ 112, 6 und 8 107). 
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114 . 

Aufgabe. Den Krünimungs- Halbmesser der Ellipse 
als Function von x anzugeben. 

Auflösung. Es ist liier 

dy bx _ d' l y a b _ 

dx ata*— x*~)l dx* (fl* — x 4 ) s 

L a*-(a a -b*)x a ]t 
^ a*b 

a* „ . 6* 

Für x = 0 ist p =-r-, Hir x-aist p = — . 

* o s a 
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Achtes Buch. 


Differentiation verwickelter Functionen zweier 
veränderlichen Grössen. 


115. 

Verwickelte Functionen zweier veränderlichen Grössen x, y 
pflegt man in der Regel anf Null reducirt zu denken, und dann 
allgemein durch F (j, »/) - 0 zu bezeichnen. Dass man auch 
solche verwickelte Functionen, die man entweder auf die ab- 
hängig veränderliche Grösse nicht reduciren kann oder auch zu 
grosser Weitläufigkeiten halber nicht reduciren will, dennoch der 
Differentiation unterwerfen und dadurch den Differentialquolienlen 
du 

^ (wenn auch nur als Function von x und ;/ zugleich) be- 
stimmen kann, werden die folgenden §<$ zeigen. 


116. 

Wenn man auch die verwickelte Gleichung F(x, »/) = 0 nicht 
auf die abhängig veränderliche Grösse // reduciren kann, so kann 
man sie sich doch darauf reducirt und also auch construirt 
denken. Denkt inon sich durch einen beliebigen Punct M(x, y~) 
eine Berührungslinie gelegt, so kann man nach dertrigonometrischen 
Tangente des Rerührungswinkels oder, was dasselbe ist. nach 

dem ersten Dilferenlialqiiotienten fragen. Die Gleichung: 

F(x,y) = 0 (i) 
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verlangt: zu einein beliebigen Werth von x, den zugehörigen 
Werth (Werthe) von y zu bestimmen, welcher der Gleichung ( 1 ) 
Genüge leistet (annullirt). Die Ordinate y ist eine Function von 
x. Denkt man sich die Gleichung (1) auf y reducirt und nimmt 
für den Augenblick an, es sei y = /]x) , so muss, wenn diese 
Function von x in die Gleichung CO statt y gesetzt wird, die 
resultircnde Gleichung 


F[*,A*)J = 0 (O 

offenbar für jeden Werth von x identisch Null werden, mithin 
auch, wenn man x + Ar statt x setzt, 1 ’) weil sowohl die con- 
slanten, als veränderlichen Grössen sich gegenseitig tilgen. Dann 
hat man auch: 


F[x-f Ax, fix 4 Ax)] = ü (3) 

oder wenn man entwickelt: 

F[x, l\x)] + F'[x, /\x)]- Ax + MAr 4 -t • • • • = 0 

oder auch, weil das Glied F|x, /Cx)] ja =0 ist und weggclassen 
werden kann: 

F' [x, /(x)] • Ax 4- MAx 2 + NAx s + =0 

Diese Gleichung muss für jedes Ar bestehen und müssen 
deshalb die CoefTicienten von Ax, Ax 4 , • • • jeder für sich = 0 sein. 
Nun ist aber das erste Glied dieser Reihe, nämlich: F'[x,/fx)]Ax = 0 
oder F'[x,/i(x))dx, offenbar das Differential von F[x,/Tx)] = o- 

. Hieraus folgt nun aber, dass wenn man sich wieder y statt 
seines Stellvertreters, f(x), gesetzt denkt und die Gleichung 
F( x,y~) = 0 so differentiirt als wenn auch y statt abhängig, ab- 


*) Sei zur Erläuterung dieses Hiilfssatzes: 

Fix, hj — g- — 2xy x 3 — a 1 ~ 0 

Aus dieser Gleich luig (weil nur vom zweiten Grade) folgt leicht, dass 
y — x + a—[(jr) ist, mithin ist hier: 

Ff*, fix)] — (* 7- «)’ — 2x(x t a) -r r- — n- = 0 (identisch Null. ) 

F[x ~ Ax, f(x -f Ar)] - (x-f Ar + a) 4 — 2 (x-fAx)tx-f Ax + o)-|-(x+A*)* — n 4 — 0 
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solul veränderlich wäre, man auch das Differential - 0 setzen 
muss.*) Man habe z. B.: 

x i y i — e» — cx* + h = 0. 

Diese Gleichung lässt sich nicht auf y reduciren. Dennoch ist 
// durch x bestimmt und man kann annehmen, es sei y=f[x) 
und folglich: 

x* ■ [/\x)] b - tf , * > — cx* + A — 0 

Die linke Seite muss für jeden Werth von x, - 0 und wie wir 
gesehen haben, auch das Differential =0 sein; das Differential 
ist aber: 

l/fx)] 4 • >jx i t/x + x* • ö[/(x)] 4 ■ f'{x)//x - t) (1) f‘(x)<lx—4cx a dx = 0 
oder[/lx)] 4 6x 4 z/x -f x 6 •:>[/\x)]* i/ /\x)-ef ( f > <l /\x) - 4cx 3 <!x — ü 

Es ist also auch, weil fix) - y, mithin: äy - f‘(x)dx = d ■ f\x) 
y b ■ <>x 4 rfx + x* • ’>y*ily — e»dy — 4 cx 3 (/x — ft 
(.->x*y 4 - e» y/y + (tkr s ,y 4 — 4 cx 3 >/x = 0 


117. 

Im vorhergehenden § wäre also bewiesen,**) dass man, um 
eine verwickelte Gleichung F(x, y) = 0 zu differentiiren, nur so 
zu verfahren braucht, als wenn beide Grössen x, y absolut (un- 
abhängig) veränderlich wären, oder was dasselbe ist: Man dif- 
ferenliire die Gleichung F(x, //)-(» einmal, indem man y ver- 
änderlich und x als constant und dnnn dieselbe noch einmal, 


*) Aus : (x x o) 1 — 2x(x x «) + x 1 — o 5 = 0 folgt i. B. : 

2(x x a).d{,x ta) - 2 x ,d(x + a) — 2(x + a)dx -r 2 xrfx = 0 
und wenn man wieder y statt »±a setat : 

2yrfy — 2x . rfy — 2ydx + ixdx - 0 
. (y -x)dy — (y — x)dx =0 



**) In § 118 wird noch ein anderer Beweis gegeben. 
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indem mau x als veränderlich und y als constant betrachtet, 
und setze die Summe beider Differentiale - 0. 

Diese allgemeine Regel pllegl man durch folgende drei ver- 
schiedene Bezeichnungen anzudeuten: Wenn nämlich F(x, y) = 0, 
so ist: 

F', (x,y) <ty -r F',(.r, y) ■ ilx - o 

Cf) 1 '» + ('!)**-" 

wo also oder kürzer ) oder F',(x, jy), andeutet, 

dass von F(x, i/) das Differential in Bezug auf y genommen 
werden soll. 


118 . 

Zweiter Beweis. Wenn auch die Gleichung 

h’O, l/) = » (ü 

sich nicht auf die abhängig veränderliche Grösse y reducireu 
lässt, so sieht man doch, dass es für ein beliebiges x ein zu- 
gehöriges y geben muss, welches der Gleichung Genüge leistet 
(sie annullirl) und dass, wenn man diesem x (Abscissc) ein 
Wachslhum Ax beilegt, auch y (Ordinate) ein Wachsthum Ay 
bekommen muss, und dass dann beide zusammen gehörigen 
Werthe (Coordinalen) x + Ax und y 4 Ay der Gleichung: 

F(x + Ax, y + Ay) = 0 («) 

wieder Genüge leisten (einen andern Funct der krummen Linie 
bestimmen), d. h. wenn x und y zwei zusammen gehörige Werthe 
sind und man setzt in Gleichung (1) x + Ax statt x, so muss 
man nothwendig auch y + Ay statt y setzen und daun alle Glie- 
der in C- ) nach Potenzen der Increinentc Ax, Ay entwickeln. 
Diese Entwickelung kann geschehen, indem man erst alle Func- 
tionen von x -f Xr nach Potenzen von Ax entwickelt, dann in 
der erhaltenen nach Polcnzen von Ax fortschreitenden Reihe 
auch noch die Functionen vony-rAy entwickelt oder, was offen- 
bar dasselbe ist: wir setzen in (1) x-i Ax statt x und entwickeln 
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erst F(x-rAx.y) nach Potenzen von Ax, indem wir y einstweilen 
als constant betrachten. 

Der Taylor’sche Lehrsatz gieht: 


' “ \ T 2 

Kx + Ax.y) -= F(df, y) + F„(x, y) ■ Ax + F x (x, y) ■ — + 

weil nun aber auch y sich ändert und allenthalben y + Sy statt 
y gesetzt werden muss, so hat man: 

, M Ai« 2 

F(aH-Ax,y+Ay)=F(x,y+Ay)+F x (:r,y+Ay).Ax +F,( x,y~ Ay).-^ +•• =° 

Entwickeln wir jetzt noch jedes Glied der rechten Seite 
nach Potenzen von Sy (indem man jetzt x als constant betrachtet), 
so erhält man: 


FO. y + Ay) = F(r, y) + F (j, y) • Ay + F£x ,y) • + 

F*(®, y + AyjAx = F*( x, y ) Ax + F^(x, y) AxAy + 

.. /Vr ‘* u Ax * »« ilaj* 

F x (x,.y + Ay) • — = F x (x, y) y-^+F^Cx, y) ■ — ■ Ay + • • • • 

Werden diese Entwickelungen in obige Gleichung subslituirt, 
so ist: 

F(x+ Ax,y + Ay) = F(x, y) + F r (x, y) Ay + F"(x,y) • ^ + • j 

F x (x, y) • Ax + F", (x, y) • Ax • Ay + • • \ - 0 

-Ax ,J l 
+ F x (x, y)y~^ + • • • j 

oder weil das erste Glied F(x, y)» 0 ist und wcgfallt, so hat 
man fiir die Beziehung zwischen den Incrementen Ax und Ay 
die Gleichung: 

F,(x, y)A y + F,(x, y)Ax + F"(x, y)^ + = 0 -(s) 

Diese Gleichung ist aber ebenfalls verwickelt nnd lässt sich 
deshalb nicht auf Ay redneiren. 


Digitized by Google 



120 


Da es uns aber auch gar nicht darauf ankoinnit A y selbst 
(das lncrement der Ordinale) zu erhalten,, sondern nur den 

Grenz« crth des Quotienten — für Ar-0, nämlich den ersten 

ilx 

Diflcrentialquotienten ^ zu wissen nöthig haben, s(t kann man, 

um diesen zu erhalten, annchmen, es sei A// - fcAx und die DilTe- 
renzcn-GIcichung (;-!) so schreiben: 

LI A f t 

F,(x, y)±y + Fx(a-, y)Ar + F,(x, //) — + 0 

hieraus folgt nun: 

K(x,^) ^+F,Cx,.y)-i-FiCx,y) + =0 

Lässt mau jetzt, um auf die erwähnte Grenze zu kommen Ar 
bis zu 0 convergiren, so fallen alle in Ar. Ar- • • • mnltiplicir- 

ten Glieder weg und für muss dann ^ ^ die Grenze desQuo- 
tienten gesetzt werden, und man hat dann wie in § 117: 

K(x, y) • ^ + F«(x, y) = 0 
F,Cx,y) • tly+ F,Cx, y) dx = 0 

©*♦(£)-*-» 

r/.r /</F\ 

W 

119. 

* Dritter Beweis. Nach der lnlinitesimalmethode ergiebt 
sich die gegebene Regel, nach welcher man eine verwickelte 
Function F(x,y) = 0 diflerentiirt, folgendermassen : denkt man sich 
nämlich zu einem beliebigen x das davon abhängige y so be- 
stimmt, dass beide Grössen der gegebenen Gleichung F(x,y)-=0 
Genüge leisten und man lässt nun (um zu einem andern Punct 
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der entsprechenden Linie zu gelangen) das x um Ax wachsen, 
so muss auch y um ein solches Incrcment Ay zu nehmen, dass 
die Gleichung F(x + Ax, y + Ay) = 0 besieht (weil xi-Ax und 
y + Ay die von einander nbhängigen Coordinaten sind). Denkt 
man sich nun die linke Seile nach den Lehren der Analysis 
entwickelt, so muss erstlich FO, »/) wieder erscheinen, welche 
(weil *o) weglallt, ausserdem erscheinen Glieder, welche mit 
den Incrementen Ax, Ay, so wie auch mit Potenzen und Pro- 
ducte derselben als Facloren behaftet sind und die verwickelte, 
auf 0 reducirte Beziehung zwischen den Incrcinenten ausdrückt. 
Lässt man nun, um auf das characteristische Dreieck zu kommen, 
Ax und also auch A y bis zu Infinitesimalgrössen dx, dy conver- 
giren, so verschwinden hiegegen die höheren Potenzen r/x 4 , 

r/y 4 , wie auch die Producte dxdy. dsdy 4 etc., so dass 

also nothwendig eine homogene Gleichung übrig bleibt, in wel- 
cher jedes Glied ein unendlich Kleines erster Ordnung ist. Diese 
Gleichung erhält man offenbar durch einfache Differentiation der 
gegebenen Gleichung F(x, y) - 0, indem man hiebei die abhängige 
Grösse y, formell wie eine absolut veränderliche behandelt. 


120 . 


Der aus einer verwickelten Function gezogene Differential- 
(tu 

quotient ist offenbar eine Function von den beiden veränder- 
lichen Grössen x, y und lässt sich also auch nur für solche ge- 
gebene Werlhe von x bestimmen, für welche zugleich der Werth 
(oder die Werthe) der abhängigen Grösse y aus der ursprüng- 
lichen Gleichung F(x, y) = 0 gefunden werden kann. Gehören 
dann zu einem gegebenen Werth von x verschiedene Werthe 
von y , so hat der DifTercntialquotient ebenso viele verschiedene 
Werthe. 

Beispiel. Man hat aus der Gleichung: 


y 4 - 4xy + x 4 — 4 = 0 

iydy — Axdy — 4 ydx + ixdx = 0 

(2 y — 4x) dy — (4 y - 2x) dx - 0 

dy = 2y-x 

dx y— 2x 


CO 


CO 
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Weil zu jedem Werlh von x zwei Werlhe von y gehören, so 
muss nolhwendig such der Differcntialquotienl zwei Werlhe haben. 
Setzt man z. B. in CI) :c=2, so wird y* — 8y=0, woraus: y = 0 

und y = 8, mithin g = = 4 und ^ » »4- Re " 

duciren wir (weil es hier möglich ist (1) auf y , so ist: 

y = ixx t/4 -e ihr* (») 

Diesen Ausdruck lür y in (2) substituirt, ist: 

dy 3x 

" v/I+S-r® 

121 

l'in die successiven oder höheren Differentialen und Differen- 
tialquotienlen einer verwickelten Function F(x, y) = 0 zu erhalten, 
wollen wir zuerst einen besondern Fall betrachten. Es sei: 


y' 1 — ixy+x'* — 4 =0 ( 1 ) 

so ist: (2y— 4x)//y-(4y-2x)<üx -0 (<i) 


ily 

(y-2x)^|-2y+x= ü 


(y-2x)/>-2y + x-0 (a) 

In letzterer Gleichung ist y = -^ zwar eiuc Function von x 

und 1 / zugleich. Weil nun aber y eine Function von x (durch 
x bestimmt) ist, so kann man offenbar auch p als eine Function 
von x allein betrachten. 

Denkt man sich nun in (3) statt y und p ihre Functionen von 
x, l/lx) und y(x)], substituirt, so muss die Gleichung (3) für 
jeden Werth von x identisch Null werden, mithin auch das Diffe- 
rential derselben =0 sein. Man kann also die Gleichung ( 3 ) 
aufs Neue wieder differentiiren, indem man dabei die Grössen 
x, y. p formell als unabhängig betrachtet und das Differential - 0 
setzt. Wir haben also aus (3): 
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l> t<ly - 2tfx) + Cv ~ 2x) dp - 2 dy +dx = 0 
oder weil /> = und ^ ist, (S :!«) 

®) , -4 + 0 ,-w . g + .-, . 


Man heuchle, dass man in formeller Hinsicht diese Gleichung 
auch unmittelbar aus (2), nämlich aus: 

// • (/// — 2xdy — 2j/ • dx + x ■ dx — U 

erhält, indem man beim Diflercntiireu j/ und fty als Function von 
x , und #4x als einen constanten Factor betrachtet und d % y statt 
dily setzt und also nicht nöthig hat, die Gleichung (2) erst auf 
die Form (:>) zu bringen. Man hat nämlich durch Differentiation 
vorstehender Gleichung: 

dy • i(y + yd' 1 y— Udy ■ t!x~ 2xd' l y— -Jdx ■ dy + dx ■ dx = 0 
di )* + (y — 2x) d*y — 4 dxdy + dx 1 - 0 (*) 


C if-2x) 


< fl tJ dy* dy 

dx 1 "* rfx‘ J //x n 


1 = 0 


Diese Gleichung drückt nun die Beziehung aus, welche 
zwischen x, y und dem Isten und 2tcn Differentialquotientcn 
Statt findet. 

(l'ljt 

Will man den 2leu DifTerenlial(|uotienten durch eine Func- 
tion von x, y allein ausdrücken, so muss man für ~ seinen 

IkX 

Werth aus (2) ziehen (nämlich ß - ^ und in vorstehende 

\ dx y—'2xJ 

Gleichung substituiren, alsdann hat man: 




d'hj 
dx * 


(2y-x)* (2y-x) 

Cy-2x) ! y-2x 

Ky' t -lxy+x' 1 } 

dy-ixy 


+ 1=0 
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Man könnte nun offenbar diese Gleichung oder noch bequemer 
die Gleichung (I) nämlich: 


dy* +y- d' 2 y -2dy-dx— 2x d 2 y - 2 dxdy + dx 2 - 0 


wiederholt diflerentiiren (indem man y, dy , d*y als Functionen 
von x, und dx als einen constanten Factor betrachtet) und auf 
dieselbe Weise auch den 3ten, dien etc. Differcntialquotienten 
bestimmen. 


122 . 

Sei nun ganz allgemein: 

FGr,y) = 0 

die verwickelte Function, so ist nach festgesetzter Bezeichnung:*) 

GS)** HSh* + - • 

und wenn man durch dx* dividirt und zugleich das zweite und 
dritte Glied, welche gleich sind, in Eins zusammenzicht: 

(d* F\ , / rf»F y ly /d* F\ dy* /d¥\ d*y 

'dx' 1 / : ~ \dxdy) dx + \dy*) dx* \dy) dx - 




*) Das Zeichen 
nach x differenuirt worden 


- bedeutet: das« die Function F(x,yj=0 zweimal 

aJ? 7 / 

d ! F 


Ebenso bedeutet 


dxdy 


dass die Function 


F(x, y) = 0 einmal nach x und dann das Resultat, in welchem man dx als 
constant betrachtet, wieder nach y difTcrcntiirt ist. oder auch umgekehrt. Es 
ist z. B., wenn F(x, y) = x’y* — « = 0 


d ±)=*x-y‘dx. 

I d ' V \ 

dxdy 

dF\ , 

-- =2x»ydy; 

d* F 

dydx 


= Sx’y dy dx 
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123. 

Beispiel. Man hat aus der Gleichung für das Cartesische 
Blatt: (Höhere Geometrie § 7!0 


y* — 3 axy + .r s - 0 ( i ) 

i y*dy— axdy- aydx -rx^dx-O ( 4 ) 

dy ay~x* 
dx y" - ax 


Hier gehören zu jedem Werth von x (Null ausgenommen) 
drei Werthe zu y und die gleichzeitig alle drei reel oder 
einer reel und die beiden andern imaginair sind. (Anal. S 1 13) 


I . Für x — 0 ist auch y = 0. 


Der Differentialquotient 

aber = {{. Um seinen wahren Werth zu finden, verfahren wir 
nach der $ fi3 gegebenen Regel, indem wir y als Function von 
x betrachten. Es ist darnach für x-0, y-<>: 


dy „ 

i « a j — 2x 

dy ay-x * 0 dx 

dx y*-ax 0 , du 

^Tx~ a 


oder 


«JL 

dx 


dy 

a -f- - ix 
dx 


, dy 




2a- 


d JL = . 

dx 


2x 


ar 


a_ dy 
y dx 


x 

V 


djL a -\/a' t - 4xy 
dx 2y 


) 


2.V 


Es ist für das obere Vorzeichen ~ = * , für das untere aber 

dx 



Im Anfangspunct, der ein Doppelpunct ist, steht also 
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die eine Bcrührungslinie senkrecht auf der Abscissenlinic, die 
andere fallt mit ihr zusammen. 

x i 

Für denjenigen Punct, für welchen ay-x*-0, mithin y ~ — 

ist, ist 0 und die Berührungslinie gehl wieder parallel mit 
der Abscissenlinic. Um die Coordinaten dieser I’uncte zu finden, 
wo nämlich ay x' 1 wird, setzen wir in (I) — statt »/, so ist 

a » 

— — 2jr s =0, woraus .r^ft und x ^ mithin y-ft und y = a\/A. 

(i 3 

Um die Coordinaten der Puncte zu erhalten, in welchen die 
Berührungslinie senkrecht auf der Abscissenlinic sicht, setzen wir 

den Nenner y*— <rx~0, mithin x Dies in (t) substitnirt, 

//** * 

kömmt: y 3 -Sy 3 + woraus y-0 und y=a\,'2, mithin x =0 

und .r — adi. Für diese Puncte ist ~ = a. 

dx . 

t. Um die etwaigen Asymptoten der krummen Linie zu be- 
stimmen, hat man: f$ öl) 

1T _.. //''-« _ y 3 -2axy + x 3 axy 

ny—:r- ay—x- ay—x q 

j^q _ t _ r ay-x' 1 y 3 ~2ax+x 3 _ axy 
!l r y q —ax y q — nx y q — ax 


Für x =* » ist auch »/=-*. Daher AT - a, AC — «. wo- 
durch die Lage der Asymptote bestimmt ist. 

:t. Um zu finden, ob für x - a\J2 und // — «j/4 |\v(/^ = ft ist^ 

ein Maximum oder Minimum Statt tindet, wollen wir den 2ten 
Dilfercntialquotienlen berechnen. Die Gleichung C2) nochmals 
differentiirt, giebt: 


ly ■ dy" +y' 1 • d-y— a dy dx — ax ■ d' 2 y — a dx ■ dy + Ix • dx" - ft 
iy q — <ur) • d*y -f- 2y dy q —2adydx+2xdx- =0 


. d"-y di / 1 

Ot‘~ax> (1 y t f ly ( fc 


2 n 


'ty 

dx 




Ca) 
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oder, indem wir für den ersten Diflerentialquolienten seinen bereits 
gefundenen Werth suhstituiren: 


, „ ri*y (_ay—x*y- 

Cy* - ar) • -j-f + 2y ■ ~r, <r. - 2a 

rix* 0/ -flx)® 


ny-x* 
y* — nx 


+ 2x - 0 


O/'-nx) 3 


rte- 


- 6 ax*y* + 2x*y+2xy* + 2 a 3 xy =*0 


Aus der gegebenen Gleichung (1) folgt: 
y 3 ^ '.\axy - x 3 , also: 

2 xy* = <'>ax*y* - 2x*y, mithin: 

(l'^U 

C v* 1 — ax) 8 • -r~ 4- 2a* tu =* < » 

(f.r- 

ri*y _ 2u 3 xy 

rix' 1 (jy* — ax~) :l 

Anmerkung. Wir haben hier den zweiten Differentialquo- 
tienten der Hebung halber ganz allgemein bestimmt. Wollte man 
ihn aber bloss wegen der Entscheidung über Maximum oder 

Minimum lur den speciellen Puncl haben, in welchem ^=0 

ist, so hätte inan ihn leichter aus (3) erhalten können, indem 

man die in^ und multiplicirten Glieder (weil=0) weglässl. 

tl'ly — 2x 

Für diesen speciellen Punct ist dann offenbar: = -r 

r rix- y- — n.r 

* . * 

Für x^a\/2 ist die Ordinate y*=a \/ 4 im Zustande des Maximum, 
weil für diese Werthc von x, y, der erste Differentialquotient 

■j£=-0 und der zweite f ~„ negativ ist. Wegen ^ — « sehe 

man § 98, 3. 
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Neuntes Buch. 


Vertauschung der unabhängig veränderlichen Grösse. 


124 . 

lis kommt manchmal vor, dass zwei abhängig veränderliche 
Grössen x, y (z. B. Coordinaten) als Functionen einer und der- 
selben veränderlichen dritten Grösse t gegeben sind*) und es 
handelt sich nun darum eine allgemeine Regel zu finden, nach 
welcher man in solchem Falle, ohne die dritte Grösse i eliminiren 
zu brauchen, dennoch die in Bezug auf x genommenen Difleren- 

tialquotienten 'j— als Functionen von t ausdrücken kann. 

126 . • 

Es seien zu dem Ende sowohl // als x stetige Functionen 


von l, nämlich allgemein: 

y = F«) (O 

•r=/m (’) 


Der leichtern Vorstellung halber denke man sich die absolut 
veränderliche Grösse t eliminirt, und dadurch y als eine gesonderte 

*) Ei» solches Beispiel findet sich in der höheren Geometrie § 79. In 
der höheren Meckonik werden die Cnordinnten einer Bahn oft als Functionen 
der Zelt »usgedriickt. 
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Funclion von x hervorgehend. Es sei nämlich nach bewirkter 
Elimination von /*) 

U yC-r) O) 

Denkt man sich Tür t einen beliebigen Werth gesetzt, so sind 
dadurch, vermöge der Gleichungen CO und <?), die zu einander 
gehörigen Werthe von x und y bestimmt, und es ist klar, dass 
man den zu x gehörigen Werth von y auch aus der als vorhan- 
den fingirten Gleichung CO hätte finden können, indem man 
darin den aus C2) für x erhaltenen Werth substituirt. 

Lassen wir nun t um das Increment At wachsen, so werden 
auch x und y sich ändern und es ist nach dem Taylorschen Lehrsatz : 

Ay = F'«)A*+F"(/) •—+ (0 


A fl 

*x=rv) u+rv)-^+ co 

Lässt man nun in (3) die Grösse x sich um den aus CO er- 
haltenen Werth Ar ändern, so wird auch in (3) y sich eben- 
soviel als vorhin ändern und man hat aus C3): 


. <lu M d‘u Ar 4 
Atf*=-~ Ax+~ 

dx dx 2 1 • 2 


oder wenn man hierin — um die Differentialquotienten 

dx ’ 

d' 1 y - _ 

als runctionen von t zu erhalten — fiir Ar den Werth 

aus CO substituirt: 




*-%■ rvn'^L (A<))’]f^ + 


\*iy 


*) Sei z. B. g — l‘ und * = so ist und 1 . J{. ffir» = 2 ist: 

« * = 4, y = lö • für At^l ist: 

Ay = 65 < Ax = 5, Ay = 65. 
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Die beiden für Ay erhaltenen Reihen (4) und (6) müssen 
für jedes At gleich sein, daher: (Analysis § 64) 

(o 

t x rv)^m)v^v) co 


Aus der Gleichung (7) folgt: 

dy = F'(<) 
(ix ~ p(t) 


CO 


Den für ^ erhaltenen Werth in (H) subslituirt, kömmt: 


rfV _ /’(Q-F"(f)-F'(f)-Ht> ( . 

(ix* [/’«)]* 

Man sieht leicht, wie man auf dieselbe Weise erforderlichen 

Falls auch die folgenden Diflerenlialquotienten 

als Functionen von I finden könnte, indem man bei den vorher- 
gehenden Reihen noch das Sie, 4te • • • • Glied berücksichtigt. 


126. 


Ehe wir weiter gehen, müssen wir zuvor noch auf zwei an- 
dere Schreibweisen aufmerksam machen. Weil nämlich sowohl 
x als y von t abhängig sind, so folgt aus: 


y = ¥(t) und x^f{t) dass: 




( t*y _ 
dt* 


F"(i) 


Ss-™ 


Setzt man diese Ausdrücke für F'(<), /’(<)■•• in die für die 
DifTerentialquotienten gefundenen Formeln CO und CIO), so kann 
man dieselben auch so schreiben : 


Digitized by Google 



131 


rty 

rt]L _ dt 
rix rix 
rit 

% 

rix ri*y dy ri q x 
rft y rit riF ~ rit ' HF 

riä f» = 


oder, weil die Diflerentialquotienten nur Functionen von 

t sind Cweil im Zähler und Nenner die Divisoren rit, rit 3 - ■ • sich 
heben, so kann man die in Bezug auf x genommenen Difleren- 

tialquotienten ' n ^ em wir jetzt dafür ihre einfachen 

Zeichen p, q setzen, auch so schreiben: 



rixd^y—dyri^x 
rix 3 


Man darf aber nicht vergessen, dass dies nur eine kürzere 
Schreibweise ist, und dass rechter Hand rix, ri 2 x, dy- ■ ■ • nur 
als Stellvertreter für f(t)dt, /*'(<) *//’, F'(< )rit- - stehen. Linker 
Hand sind p, q • • • implicite Functionen von x, die aber durch 
Functionen von t ausgedrückt sind, indem rechter Hand rit, rit 3 ■ ■ 
sich heben. 


127. 

* Wir können die Sache noch von einer andern Seite be- 
trachten und die vorhergehenden Resultate auf einem viel kür- 
zeren Wege erhalten. 

Es seien wieder x, y, die Coordinaten einer krummen Linie, 
jede aber als eine Function der willkürlich veränderlichen Grösse 
t gegeben, nämlich: 


y “ F(l) CO 

x^f(t) CO 


Für einen beliebigen Werth von t sind die Coordinaten x, y 

»- 
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und mithin auch ein Punct M der krummen Linie, so wie die 

dy 

dx' 


Lage der dadurch gelegten Berührungslinie die Subtangente 


S, — y ^ , Krüminungshalhmesser q — etc bestimmt. 

Könnte man aus der Gleichung (1) und (2) die Grösse t eli— 
miniren und y durch eine Function von x darstellen, so könnte 
man leicht p, q, so wie die fraglichen Grössen Subtangente etc. 
berechnen und als Functionen von x darstellen. 

Angenommen aber, die Elimination von t sei nicht ausführbar, 
so fragt sich, ob man dann nicht die erforderlichen Differenlial- 
quotienten p, q, mithin auch die anderen Grössen: Sublangente, 
Krümmungshalbmesser etc. als Functionen von t darstellen kann. 

Der erste Differentialquotient p - ^ ist leicht gefunden. Die 
unmittelbare Differentiation der Gleichungen (1) und (.2) giebt: 


dy - F'(t) dt 
dx~P(t) dl 

Denkt man sich nun dt, folglich auch dy, dx als Infinitesimal- 
grössen, so hat die Division beider Differentialen dy, dx durch 
einander Sinn und man hat (indem dt eliminiri wird): 


P = 


FW 

m 


Hier ist also der erste Differentialquotient p durch eine end- 
liche gebrochene Function von I dargestcllt, in welcher jedoch 
der Zähler oder Nenner auch constant sein kann. 

Differentiirt man aufs Neue, so kömmt: 

. m-¥“(t)dt ~¥‘(t)-rV)-dt 

' [/•«)]» 

und durch dx — /’(/)• dt dividirt: 

tlp = = AQF"(()-F'«)/ni) 

dx q [/'«>]» 

du Y‘lt) 

oder in üblicher Schreibweise , indem man statt 
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(eigentlich statt = ~^j~) setzt uni * nun ^ nicht a l s 

ein Zeichen (wie nach der Grenzmelhode geschehen müsste), 
sondern Zähler und Nenner als endliche Functionen von t be- 
trachtet, indem der constante Factor dt in beiden sich hebt) 



rf dxd*y-dyd*x ‘ 

" * dx* 

dp dxd*y — dyd*x 
dx 9 dx* 

dq dx* d*y~ 8dxd*xd*y-hSdyd*x* — dxdyd*x 
dx dx 1 


128 . 

Als Anwendung des Vorhergehenden wollen wir jetzt noch 
die allgemeine Formel entwickeln, nach welcher man die Krüm- 
mungshalbmesser auch für Polarcurven bestimmen kann. 

Sei deshalb (man zeichne sich die nöthige Figur) der gege- 
bene Polarwinkel MAX=0, der zugehörige radius vector AM=r 
und r irgend eine Function von 8, nämlich: 

r-F(«) (.) 

Ain leichtesten ist es hier nun, erst die rechtwinkligen Coor- 
dinaten x, y des Punctes M, so wie den lsten und 2ten Diffe- 
rentialquotienten p, q als Functionen von 8 auszudrücken und 
dann die fiir p und q erhaltenen Ausdrücke in die schon be- 
kannte Formel für deu Krümmungshalbmesser, nämlich in: 


— — — zu substituiren. Da nun 
<? 

y *= r- sin 8 (j) 

x = r cos 8 (») 


so hat man durch zweimalige Differentiation dieser Gleichungen, 
indem man y , r, als Functionen der absolut veränderlichen 
Grösse 8 betrachtet:*) 

*) 'Weil nach Gleichung (1), r eine gegebene Function von ß ist, nämlich 
r = F(g), so hat man rechter Hand in (2) und (3) nur eine absolut verän- 
derliclie Grosse 8, und wir schreiben nur Kürze halber r statt F{8), dr statt 
V‘(8)d8, d-r statt F "(8)<t8* etc. 
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(ly = sin # dr-fr-cos#rf# 
dx — cos #dr— rsin#d# 
d 2 y= 2cos OdOdr + sin# d l r - r sin 9 -dB* 

• ( t l x= — 2 sin 8d8dr + cos 8-d' l r — r cos#d# 4 

und hieraus nach einer etwas weitläufigen Multiplication:*) 

dx- d*y = 2 cos* 6 de dr' 1 + sin 6 • cos 0 dr d 2 r + r 2 sin 1 6 dB * 

-3rsin# • cos# rf#*rfr-rsin 4 6 de rf*r 
dy-d*x=— 2sin* #d#dr*+sin#cos#drrf*r-r 4 cos 4 Ode 3 

- 3r sin 8 -cos 8 de 2 dr + rcos 4 #d#d 4 r 


Substituirt man diese Ausdrücke in die vorhin $ 135 oder 136 
für p und q gefundenen Formeln, nämlich: 



dxd* y — dy-d 'x 
^ dx 3 

so erhält man p und q als Functionen von #, nämlich : 


sin # dr + r cos # de 
cos # dr — r sin # dd 

■2d8dr* -rddd'r + r'de 3 
(cos#dr~rsin#d#) 3 


Ferner ist nun : 1 + p* = 


dr 4 4- r 2 d8' 1 
(cos # dr- r sin #d#) 4 


*) Man kann diese Arbeit bedeutend abkürzen: Da nämlich die Richtung 
der Absciseenachse, auf welche wir die Lage eines beliebigen Punctes M be- 
ziehen wollen, ganz willkürlich iBt, eo nehme man an, sie sei senkrecht auf 
den radins vector AM, alsdann werden, (weil # =■ 90) die Differentiale 


djc — ~- rd8 
d 1 y = d % r — rd8~ 


dy — dr 
d'x^-idBdr 


dxd’y = r’rf#* - r <f#<fV; dyd'-x = - 2rf#dr’ 

Dies in die vorhin für p und q gefundenen Formeln substituirt, kömmt: 


dr r'd8' - rd8d->r + U8 dr' 

P = ~^ ;?= • ^ ” 

(1 + p’)5 

P “ substituirt, muss für Q dasselbe Resultat wie im Text 

kommen. 
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Da nun der gesuchte Krümmungshalbmesser q = + 
so ist, in Polarcoordinaten ausgedrückt: 


(1+P 4 )« 
„ » 


(tfr® + r* dO*)* 

^ rdOd*r — r*de* — 2rf9 rfr® 



dr® \ j 

de* / 


e= 


r® - 


d*r „ rfy® 

de® rfe® 


129. 

Aufgabe. Es soll der Krümmungshalbmesser der Exponen- 
tial— Spirale gefunden werden, deren Gleichung: 


Auflösung. 

Man hat hier: 


dr 



r/r® 9» 

ne 


de* 

d*r 


» 

d*r 29 

r — — = e 

de « 



de* 


Q- 

(2r*)5 

2r® 

■ = »V 2 


D£r Krümmungshalbmesser ist also bei dieser Spirale stets 
gleich der Normale (§ CI). Aus dem rechtwinkligen Dreieck 
OAM folgt, dass die vom Pol an den Endpunct 0 des jedes- 
maligen Krümmungshalbmessers gehende gerade Linie AO = r ist. 
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Zehntes Buch. 


Evolution. 


130 . 

Aufgabe. Ks sei BC eine durch ihre Gleichung y = F(jr) 
gegebene krumme Linie. Durch ihre sämmtlichen auf einander 
folgenden Puncto denke man sich die Normallicn gezogen und 
auf diese, die den verschicdencnen Puncten entsprechenden Krüm- 
mungshalbmesser abgetragen, so folgen auch die Endpnncte die- 
ser Krümmungshalbmesser stetig auf einander und bilden eine 
gesetzmässige krumme Linie bc. Ks handelt sich darum, die 
Gleichung lür diese krumme Linie bc (den geometrischen Ort 
der Mittelpuncle aller Krftmniungskrci.se) aus der gegebenen Glei- 
chung y ~ F(o-) zu finden. 

Auflösung. Das 
hier Gesuchte ist ei- 
gentlich schon ge- 
funden. Denn sind 
x, y die Coordina- 
ten eines beliebigen 
Punclcs M und a, £ 
die Coordinatcn vom 
Endpunctemdes ent- 
sprechenden h'riim- 
mungs- Halbmessers 

M»»=g, so ist, zufolge § 109: 
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n 


= x—p 


Ci +pO 
9 


CO 




J/ + 


i+jj 2 

9 


CO 


Weil nun in diesen beiden Gleichungen*) y,p,9 vermöge der 
gegebenen Gleichung y = F(x) Functionen von x sind, so ist klar, 
dass wenn inan für x bestimmte Werthc gesetzt denkt, auch n 
und £ bestimmt werden. Denkt man sich umgekehrt für a einen 
bestimmten Werth gesetzt, so erhält auch vermöge Gleichung (I) 
x einen bestimmten Werth, und diesen Werth von x in (2) 
substituirt wird auch % bestimmt. Könnte man die Gleichung (1) 
auf x reduciren, so könnte man den dafür erhaltenen Ausdruck 
statt x in CO substituiren und erhielte dann € als Function von a. 


131. 

Aufgabe. Es sei die Gleichung einer Parahel y = \/ax ge- 
geben und die Gleichung für den geometrischen Ort der Mittel— 
puncte aller ihrer Krümmungskreise gesucht. 

Auflösung. Hier ist p = —jj Diese Werthe von 

y, p, q in den Gleichungen CI) und CO substituirt, kömmt: 


*) Diese beiden Gleichungen, so wie auch die Formel für den Krüm- 
mungshalbmesser erhält man folgendermaaseeu auf viel kürzerem Wege, als 


es in § 109 gezeigt worden. 

du 

hier, wie dort, wieder 

dx 

dy dy d'y 


y~!b 


djr 


= und 


dx * 


Man hat niimlicli, wenn y — F(x) gegeben und 
d*y 

r , XT = ? 8«et zt 

d*y 
: ~dx = 


und beachtet wird, dass 


sein muss. 


Aus (S) folgt: 
in (2) snbet. kommt: 
in (1) sulist. ist: 
oder auch (§ 56): 


c »- 

e)* + Gp-«*) = ? 

* 

•CO 

Cp- 

O-dy + 0 t—a)(ix 

=o 

CO 

Cy - 

Od*y r dy' l +(fx a 

=o 

•CO 

9 

rf/ 1 4 dy" 1 
d*y 

i -t -p 7 


X 

_ dy (dx* + dg'] 
n dj; d*y 

= j (t+F’) 



( dx 1 + dy’ 1 ) * 

(1+P 7 )ä 


Q 

dx d^y 

f 



rf« s 



e 

dxd-y 
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a - §x + ia und € = 4ar3. Aus der erstem Gleichung folgt: 
x - — . Die gesuchte Gleichung ist mithin: 

O 

t.jv/kzisl 1 

132. 

Obgleich die eben für die Parabel wirklich ausgeführte Eli- 
mination von x aus den beiden Gleichungen (1) und (2) (§ 130) 
in andern Fällen selten möglich ist, so gelangen wir doch, ohne 
diese Elimination bewirken zu brauchen, zu einem merkwürdigen 
Satze. 

1 

Setzt man nämlich*) für die Grösse — — , welche eine Func- 

<? 

tion von x ist, Kürze halber «, mithin: 

a-x-pu und t-y + u 

*) Zur Uebung dienend, möge man auch folgenden üblichen Weg ver- 
folgen : Da die Coordinaten «■ t und der Krümmungshalbmesser Q, die sich 
von Punct zu Punct der gegebenen krummen Linie y = F(x) ändern, Func- 
tionen von x sind [ö = <f>(x), § = 1//(x). q — *(x) ] , so kann mau sich 
a, €, p als Stellvertreter dieser Functionen in den 3 Gleichungen (§ 131 , Rdbkg. ) : 
(if-e^ + O-«)*-^ = 0 (.) 


C y - t ) dp + o - a) (Ix - 0- Ce) 

(y - £ ) d*y + dy 1 + dx 4 --=*0 (s) 


denken. Diese Gleichungen müssen nun für jedes x identisch Null, mithin 
auch ihr Differential -0 sein (§ 116), d. h. ihr Differential nicht nur in Be- 
zug auf x, y, sondern zugleich auch in Bezug auf a, Q. Aus (1) folgt: 
Cy-tOdy+tx-cOdx-Cy-tydG-Cx-cdda^QdQ 
oder, weil nach (2) Cjf^^rfy+Co:— a)«Cr = 0ist: 

Cy—£)df>+(_X—a)da=—(>dQ CO 

Aus (2) folgt: 

dy* + Cy-1f)d' i y-dydf!^rdx' l -dxda=() 

oder, mit Berücksichtigung der Gleichung (3)r" 

dytä+dxda^ 0 C») 

Ans (5) folgt die merkwürdige Beziehung : 

rff dx 

da *9 
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und denkt man rechter Hand in den durch p, u, y vertretenen 
Functionen von x, x + &x statt x gesetzt, so würden auch a und 
S um Aa, A£ wachsen. Geht man aber gleich auf das Differen- 
tial (erstes Glied) über und bemerkt, dass (§ 38) ~ = p und 

fix 

ist, so folgt aus obigen Gleichungen: 
dt = dy + du 

da =■ dx-u ■ dp —pdu - dx — - pdu 

da - - pCpdx + rfti)= - pQdy + du). 

Dividirt man die erste Gleichung durch die letzte, so ist (§ 1 26) : 

dt 1 
da p' 

Dieser Ausdruck - - (eine Function von x~) ist nun offenbar 

r 

die trigonometrische Tangente des Winkels mVx, welchen die 
durch nt an die krumme Linie br gelegte Berührungslinie mT' 

mit der Abscissenachse macht. Da nun tge=- und tg t - p, so 

l> '■ 

ergänzen sich die beiden Winkel v und r zu einem Rechten 
(weil die Tangente des einen die cotangente des andern ist). 
Hieraus folgt nun aber, weil TMm = 90°, dass die beiden Linien 
Mm und mT' eine einzige Grade bilden, denn Mm muss, verlän- 


Aus (2) folgt: y — (* — a) oder: 

da 

Diesen Werth von y — £ in (1) und (4) substituirt, kömmt: 

d£ +1 ) 

(^r +I ) C*-«ö 

Letztere Gleichung quadrirt und durch die vorhergehende dividirt, kommt : 
dg - 1 /da 9 + dt * 
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gert, mit der Abscissenachse einen Winkel bilden, welcher den 
Winkel t zu 90" ergänzt. Jeder Krümmungshalbmesser, wie Mm, 
ist also normal auf die krumme Linie BC nnd tangirt zugleich 
die krumme Linie bc. 


133. 

4 Eine andere Merkwürdigkeit (auf welche wohl zuerst die 
im folgenden § zu erwähnende rein mechanische Vorstellung ge- 
führt hat) besteht darin, dass ein beliebiger Bogen der Linie bc, 
z. B. der Bogen bm, dessen unbestimmte Länge wir - * setzen 
wollen, dasselbe Differential hat, wie der an seinen Endpuncl 
m gehende Krümmungshalbmesser Mm. 

Weil nämlich die Coordinalen a, 6 des Punctes m, Functionen 
der Abscisse x des entsprechenden Punctes M sind, so können 
wir das Differential des Bogens t, nämlich dx-Sl dcP+dt 1 (§56) 
auch, (ohne die entwickelte Gleichung zwischen a und € kennen 
zu brauchen) durch eine Function von x und dessen Differential 
ausdrücken. Da nämlich bereils(§132)gefunden,dassda=-p(dp+du) 
und d£ = dp-f d«, so ist,- indem man diese Ausdrücke für da und 
dH in die Formel dt = V da" 1 + itH' 1 substituirt: 


dt = 0 ty + du) + p® 

(1+p 2 )* 

Der entsprechende Krümmungshalbmesser ist nun q ~- - — - — 

1 ~t~ 1 )'^ 

oder — wieder = u gesetzt: p = — (1 + p 9 )\ n. Letztere 
Gleichung difTerentiirt giebt: 

dp = - [«•(! -f p*)~ l pdp r (1 + p*)td«] 

, updp + (l + p®)du 

dg , »-,1 


1 + P® 



^•<?d.r + (1 + p*)du 
t/(l+P a ) 


dp *- - (dp + d«) ■ V'l +p* 

Es ist also bis auf das Vorzeichen dp=d», mithin auch Ap-=As. 
Dies beweist, dass der zwichcn zwei Pnncten m und n enthaltene 
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Bogen, gleich dem Unterschiede der beiden an diese Pnncte 
gehende Krümmungshalbmesser ist. 

134. 

Erklärung. Man denke sich um die convexe Seite einer 
geselzmässigen krummen Linie 6c einen in e befestigten unaus- 
dehnsamen Faden gelegt, denselben im andern Punct 6 gefasst 
und strafT angezogen von der krummen Linie wieder abgewickelt, 
so wird der Punct 6 des stets gerade gespannten Fadens offenbar 
eine andere gesetzmässige krumme Linie BMC beschreiben. 

Die erstere krumme Linie bc heisst hier die Evolute (die 
abgewickelte]) und die durch die Abwickelung erzeugte krumme 
Linie BMC die Evolvente (die abwickelnde). Der jedesmalige 
abgewickclte und gerade gespannte Tlicil der Evolute, wie «B, 
mM heisst ein Strahl der Evolute. 

Die Evolution einer krummen Linie hat Aehnlichkeit mit der 
Beschreibung eines Kreises. Die Evolute vertritt hier die Stelle 
des Mittelpuncts, der Radius aber, statt constant zu sein, ändert 
sich hier von Punct zu Punct. Der berühmte Huyghens hat die 
Evoluten zuerst erdacht, und sic auf die, auch von ihm zuerst 
erfundenen Pendeluhren angewandt. Auch in der Theorie der 
Räderwerke findet die der Evoluten Anwendung. 

Die mechanische Erzeugung der Evolvente ruR zugleich die 
Vorstellungen hervor, dass 1. der Unterschied zweier Strahlen 
nN, mM gleich ist dein zwischen ihren Endpuncten enthaltenen 
Bogen «i»; 2) dass alle Strahlen die Evolute langiren und auf 
der Evolvente normal stehen, so dass also die Evolute nichts 
anderes ist, als der geometrische Ort der Mittelpuncte aller 
Krümmungskreise der Evolvente. 


136. 



* Aufgabe. Denkt man sich 
sämmtlichc Normalen einer durch 
ihre Cleichung y — F(.r) gege- 
benen krummen Linie MV um 
ein gleiches Stück Mm = a ver- 
kürzt (verlängert), so bilden die 
stetig auf einander folgenden End- 
puncte eine andere krumme Linie 
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wc, welche die Aequidist*n te*) der ersteren heisst. Es soll 
die Gleichung hierfür gefunden werden. 

Auflösung. Seien allgemein AP = x und MP = y die Coor- 
dinaten eines Punctes M der gegebenen krummen Linie und 
AQ = a, mQ = g die Coordinaten des entsprechenden Punctes m 
der gesuchten krummen Linie, so hat man aus der gegebenen 

Gleichung y = F(x) zuerst: tg t^-f-=p und da nun Winkel 
wMR - M = t und sin M = - ^ , cos M = , (Trigonom. 

v'l + p* 1/V+ p * 

§ 100, 5), so ist: y -g- a- cos M und a-a: = a sinM. Hieraus: 


f=y-o- 


1 

v'l + />* 


a—x+ a- 


P - 

\/\ + p» 


CO 

CO 


Drückt man y und p durch ihre Functionen von x aus, so 
braucht man nur x aus beiden Gleichungen zu eliminiren, uni 
die geforderte Gleichung zwischen a und g zu erhalten. 


* Zusatz 1. Ohne diese Elimination, die übrigens selten 
möglich ist, bewirken zu brauchen, kann man doch leicht aus 
den beiden allgemeinen Gleichungen CO und CO folgern, dass 
die durch je zwei entsprechenden Puncte, wie M, m, gelegten 
Bcriihrungslinien stets parallel sind. Dies ist bewiesen, wenn 

man zeigt, dass tg T = tg t oder ist. Aus CI) und 

C2) folgt aber, dass: Cvergl. § 182) 


dg = dy + 


apdp 

ÖW 


da=dx + 


adp 

O+P*)* 


*) Die Theorie der Aequidistanten wurde zuerst vom Wasserbaudireetor 
Woltnmnn aufgestellt. 
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Aus p folgt dy=pdx, mithin d§ =;» (^dx ~ ' ^^p-y ) 

Daher: 

Man könnte hierdurch verleitet werden, aus dieser gleichen 
arithmetischen Beziehung auch auf die geometrische zu scldiessen 
und glauben, dass die Aequidistante immer eine ähnliche oder 
gar gleiche krumme Linie sei. Dies ist jedoch nicht der Fall. 
Die Aequidistante ist in der Regel eine ganz andere, oft sehr un- 
ähnliche krumme Linie. 

Zusatz 2. Denkt man sich die untere Linie mr durch Ab- 
wickelung entstanden, so kann man sich die obere Linie MV 
ebenso entstanden denken, indem der gespannte Faden um die 
Grösse a länger genommen wurde. Es gehören also zu einer 
und derselben Evolute unzählige Envolventen. 

136. 

Erklärung. Der Durchmesser AB eines Kreises gleite in 
einer Ebene rechtwinklig an einer geraden Linie AA fort; (siehe 
folg. Fig.) zu gleicher Zeit drehe sich der Radius CA = r in 
entgegengesetzter Richtung um den Mittelpunct C und zwar so, 
dass der vom Endpunct A in der Peripherie durchlaufene Bogen, 
dem auf der geraden Linie durchlaufenen Weg an Länge stets 
gleich ist, z. B. AA' ^A'M, und W=2rn, alsdann beschreibt 
der Endpunct A des Radius CA nach einer ganzen Umdrehung 
eine krumme Linie AB"A, welche Cyclo ide (Radlinie) heisst. 
Die Cycloide kann man sich auch durch den Punct A be- 
schrieben denken, indem der Kreis C auf der geraden Linie so 
fortrollt, dass die stetig auf einander folgenden Punctc der Pe- 
ripherie mit den stetig auf einander folgenden Puncten der ge- 
raden Linie zusammenfallcn und der fortrollende Kreis nicht 
rutschen (gleiten) kann. Es ist klar, dass bei fortgesetzter Be- 
wegung dieselbe Cycloide unzählige Mal erzeugt wird. Da 
nun diese krumme Linie sehr viele merkwürdige Eigenschaften 
hat und für die höhere Mechanik von Wichtigkeit ist, so 
wollen wir sie hier discutiren. Zuerst stellen wir die folgende 
Aufgabe. 

137. 

Aufgabe. Die Gleichung der Cycloide zu finden. 
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Auflösung. Es sei AI* .r, ,MI* = y, AC r, dann ist 
./■^AA'—MR. Heisst nun der mit der Längeneinheit aus C‘ 
zwischen den Schenkeln des Winkels MC'R beschriebene Bogen 
fl, so ist der vom Endpunct A des Radios CA durchlaufene Bogen 
A'M = rfl. Da nun AA' = Ä'M = rfl und C'R - r - »/, MR = 

T — v r — y 

cos 9 = — mithin 9 = Are • cos — , so ist : 

r r 


x=r Are cos ' — + \Z'2ry—y' 1 CO 

Berücksichtigt man hier das mechanische Gesetz, wonach die 
Cycloide durch die vorgeschriebene Bewegung entstehen soll, so 
ist durchaus das doppelte Vorzeichen + erforderlich und da gilt 
offenbar das obere, so lange der rolirende Radius sich auf der 
linken, und das untere, so lange er sich auf der rechten 
Seite des parallel mit sich selbst fortgleitendcn Durchmessers be- 
findet. Dies vorausgeschickt, können wir nun leicht zeigen, dass 
in obiger Gleichung wirklich alle auf einander folgenden unzäh- 
ligen Cycloiden enthalten sind. *) 


*) Man kann auch so verfahren: Es ist olfenlmr: 

x-rfl-r sin# CO 

y~r—r cos f) CO 

Um aus diesen beiden Gleichungen die dritte veränderliche Grösse 9 xu 

f* •— p 2f*|f 

elimiuireu hut manaus(2)cosfl = — - u. hieraus sin 9 — 9 — 


Arccos - — ^ Dies in (1) mibstituirt kommt diesell>e Gleichung wie oben. 

Mau kann aller auch die dritte veränderliche Grösse 9 beiliehalteu und die 
Cycloide dnreh Hülfe der beiden Gleichungen (1) und (2) ennstniiren und 
discutiren. .So ist fiir: 


fl- 0. 

71 

T 

n 

7lv 

in, 

Sn 

2/t 

jr = 0, 

r 2 - r * 

rn. 

r. T + r - 

r.2jg % 

9=0, 

r. 

Sr, 

r. 

0, 
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Zufolge Trigon. § 59 sind alle Bögen, deren cosinus = I ist, 
durch die Formel 2kn gegeben, wenn man darin k - 0, 1, 2, 3-» • 
setzt, z. B. cos 0=* 1; cos in - I, cos An - 1 etc. Ebenso ist 

cos (2k + I) 7r~— 1 und cos (2Ä+ 1)~=0. 

Dies beachtet, ist nun für »/=*(>, x-r Are (cos = 1) - r -u, 
= rin, —r4n etc, wodurch also sümmllichc Spitzen A, A--* 
bestimmt sind. 

Für f-ir wird x-~r Are (cos--l) rn, -r-3n, =r on 
etc , wodurch alle höchsten Puncle B"- • • • bestimmt sind. 

Für y r w ird x -= r Are (cos = 0) + r, mithin x-r~ - r, 

= r + r, - r ~ —r etc. Dies giebt die Puncle tu, «»', m" • ■ etc. 

Anmerkung 1. Dreht sich der Radius statt links rechls 
herum, so werden offenbar dieselben (hier punctirten) Cycloidcn 
nur in umgekehrter Lage beschrieben, und man erhält wie- 
der dieselbe Gleichung, nur mit umgekehrten Vorzeichen: 

x=r Are cos- — - +]/2ry—y‘‘ 

2. Jede Cycloidc besteht aus zwei gleichen Hälften, weil die 
Abstände zweier gleich hoch liegender Puncte m, m‘ von der 
Linie B"A" gleich sind. 

3. Will man vorstehende Gleichung als ganz willkürlich auf- 
geworfen betrachten und rein geometrisch deuten, mithin auf die 
in der Aufgabe angegebene mechanische Entstehungsweise keine 
Rücksicht nehmen, so lallt auch die Vorstellung des sich drehen- 
den Radius oder Kreises weg. Die Construction der Gleichung 
giebt dann, wegen des doppelten Vorzeichens, sämmtlichc Cy- 
cloiden in beiderlei Lagen. 

4. Verwechselt man die Coordinatenachsen mit einander und 
setzt AQ = x, M Q^y, so giebt die Gleichung (1), indem man x 
mit y vertauscht: 

u = r Are cos f - - + \/ irx —x“ 
r 

138a. 

Aufgabe. Durch einen gegebenen Punct M(x, «/) eine Tan- 
gente an die Cycloide zu legen, so wie auch den Krümmungs- 
in 
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halbntesscr für diesen 
l’uncl zu bestimmen 
und die Gleichung für 
den geometrischen Ort 
der Mittelpuncle aller 
Knuninung.skrci.se (die 
Evolute der Cycloide) 
zu linden. 

Auflösung. Nehmen 
wir AX als Abscissen- 
iin«l AG als Ordinaten- 
Achse, *) setzen also 
AP -x und MP ~ y, so 
folgt aus der Gleichung: 


y - r Are cos 


r-x - 


+ \f2rx-x' 1 


indem wir nur die erstere Hälfte AH der Cycloide betrachten, 
mithin von dem doppelten Vorzeichen + nur das obere zu be- 
rücksichtigen brauchen:**) 

tfy x 

ilx ^ irx — x a 


Dieser Ausdruck lässt sich leicht construiren. Weil nämlich 
A'E = AP-a: und ME=V^2rx — x a (Geomet. § 126) so ist auch 

. tg EMA' und folglich EMA' = t, mithin auch 

\/2rx - x 4 ME 8 8 

MBE (= EMA') = r. 


*) bi § 138b wird auch die Gleichung (1) der Cycloide disentirt werden. 


**) Will man die beiden Gleichungen (§ 137, Rdkg.) benutzen, so sind 
diese hier, weil jetzt AP — x, MP — y gesetzt worden : 

y =■ rß - r sin ß; <ly - r (l- cos 9~) (19 

x=>r —r cos fl; fix— r-sinfl 

tfy r(l-cosfl) _ A'E 
fix r sin 9 ME 


etc., wie im Text (§ 125). 
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Wenn aber zwei durch denselben Punct M vorwärts und 
rückwärts gehende Linien MT, MB, mit zwei parallelen Linien 
AX, A'B gleiche Winkel machen (MBE = t), so bilden sic eine 
einzige gerade Linie. Dieses merkwürdigen Umstandes halber 
ist es also leicht, dnrch einen gegebenen Punct M eine Berüh- 
rungslinie an die Cycloide zu legen. Man legt nämlich durch 
den Punct M erst den Erzeugungskreis und verlängert dann nur 
die Sehne BM. Die andere Sehne A'M (weil senkrecht auf BM) 
giebt also, rückwärts verlängert, die Normale. Die vier Linien, 
Tangente, Subtangente, Normale und Subnormalc, sind leicht zu 
bestimmen, bieten aber nichts merkwürdiges. 

Um den Krümmungshalbmesser q = - 1 - ■■■ (§ 109) zu 

bestimmen, welcher natürlich auf der concaven Seite liegt, hat 
man aus der schon gefundenen Gleichung: 



d^y _ rx _ 
dx 2 (2 rx— a:®) 1 ^ 


mithin : q = 2^2 rx 

Dieser Ausdruck Iur q lässt sich ebenfalls leicht construiren. 
Weil nämlich A'E = x und A'M = \/2rx (Geom. § 126, Zus. 1), 
so erhalten wir das merkwürdige Resultat, dass der Krümmungs- 
halbmesser für einen beliebigen Punct M der Cycloide just mal 
so lang ist, als die entsprechende Sehne MA' des Erzeugungs- 
kreises. Diese Sehne MA' braucht man also nur um sich selbst 
nach m zu verlängern, so ist m der Mittelpunct des zu M gehö- 
rigen Krümmungskreises. Für x - 0 ist q = 0 (die Krümmung 
in allen Spitzen unendlich). Für x = 2r ist q = 4r =■ HL. 

Um schliesslich noch die Gleichung iur den geometrischen 
Ort AmL der Mitteipuncte aller Krümmungskreise zu erhalten, 
brauchen wir nur in den beiden $ 109 gefundenen allgemeinen 
Gleichungen: 


1 + w® 

a = x~p- — 

1 

CO 

* 1 +P* 

* q 

CO 


10 » 
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die Grössen y, p, <) durch jc auszudrücken und dann x zu «li- 
miniren, was liier möglich ist. In Bezug auf die Cycloide isl 
hier nämlich: ■ :i 


r ~ x i/7, 


ii - r Are cos V 2rx — x- 

•’ r 


P = 


l Itrx - X* 


rx 

^ (2rx — x*)* t 


1 4 - pi ^ = 2 ^ 2 rx-x* 


2rx — x' 1 


Dies in die beiden Gleichungen (l) und (2) gesetzt, kömmt: 

x 

|». — J . 

f, -r Are cos + v 2 rx — x q 

r 


Selzen wir in letzterer Gleichung - u statt x, so ist x elimi- 
nirt und wir erhalten für die Evolute der Cycloide, die Gleichung: 

g — r Are COS ** a +\f— 2ra— a a 
r 

Damit die Ordinate g reel wird, muss man die Abscisse a 
negativ, also in entgegengesetzter Richtung der positiven Seite 
AX der Abscissenachse nehmen. Für « = — 2r =* AK z. B. wird 
g = r Are (cos — • - i) = rn = LK. 

Die Evolute der Cycloide ist also wieder eine Cycloide und 
zwar ganz dieselbe (§ 137, 2), jedoch nur so congruent, dass 
AL nicht auf AH, sondern auf HA fallt. 

. I . ' ‘ 

138 b. 

. , * I • *• ’ 

Nimmt man AG als Abscissenachse und setzt AP = x, MP =y, 
so ist die Gleichung der Cycloide (§ 137): 


x = r Are cos— — - — \f2ry-y' 1 
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Hieraus fulgt die DiHVienliHlgleiduiiiü der Cycloide: 

y<hi 


dx - - 


1 l'lry - y"- 


dy \/'2ry~y‘ 
dx y 


S, = 


y' 1 


V‘2ry - y‘ ’ 

S. - 


T yv (*ry 

\Jiry - y* 
N =\/2ry 


>; 


Weil NE - y und die Sehne MN = \/'2ry (Gcom. § 12G), so 
ist klar, dass die Richtungen der Tangential- und Normallinie 
für einen Punct M der Cycloide durch die Complementairsehnen 
MN, MB des dadurch gelegten Erzeugungskreises gegeben sind. 

Um den Krümmungshalbmesser q = zu finden, hat 

man aus der Gleichung: 


dy Vlry-y* 4/2 r { 

dx y V >J 1 

d q y , (2r '2rdy 

~dF~~*\ J )' v* 
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r 1 dy 
dx*" y 4 ** 

V V 

d‘y r 

dx* y* 

, (i =fytry 

Der Krümmungshalbmesser ist also just das Doppelte der 
Normale. Für y=2r ist £ = 4r = HL etc. 

Um die Evolute der Cycloide tu finden, substituiren wir die 
Werlhe von p und q in die beiden Formeln § 130 und er- 
halten dann: 


a - x + 2^2^ - y* =r Are cos + 1 tlry - y* 
t = -y, folglich: 

u = r Are cos V- 2r€ — €* 
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Elftes Buch. 


Wie man eine Function von zwei oder mehreren 
absolut veränderlichen Grössen dilTerenliirt. 


139. 

Bisher haben wir immer nur Functionen zweier veränderlicher 
Grössen x, y betrachtet und uns die eine y, als von der andern 
x, abhängig gedacht. Es kommen nun aber auch Fälle vor, wo 
eine Grösse * von zweien oder mehreren andern Grössen x,y ■ ■ 
abhängig ist, letztere aber völlig unabhängig von einander sind. 
Dies würde z. B. schon der Fall sein, wenn wir eine Gleichung 
Ihr eine Fläche aufstellen wollten. Hier brauchen wir dann notli- 
wendig, um die Lage eines Punctes zu bestimmen, drei Coordi- 
naten x, y, 3 und wo wir, wie üblich , s als abhängig oder als 
eine Function von den beiden andern x, y denken, welche 
letzteren beiden willkürlich veränderlich, mithin ganz unabhängig 
von einander sind. (Vergl. höh. Geometrie §§ 102 und 103 etc.) 

140. 

Des leichtem Verständnisses halber, wollen wir vorerst nicht 
mehr als zwei unabhängig veränderliche Grössen nehmen und 
der grossem Anschauung wegen bei dem eben erwähnten geo- 
metrischen Beispiele stehen bleiben. Sei deshalb ganz allgemein 
(S. Figur höhere Geometrie § 103- •): 

» = F(jr, y) 
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die Gleichung irgend einer krummen Fläche. A der Anfangspunct 
der drei auf einander senkrechten Achsen. Nimmt man zu einem 
beliebigen x~ AP ein beliebiges y — PO, so ist, vermöge der ge- 
gebenen Gleichung, die dritte Ordinale * - MQ und mithin der 
Punct M der Flüche bestimmt. 

Es ist nun einleuchtend, dass die abhängige Grösse s im 
Allgemeinen jedes Mal eine Acnderung erleiden muss, wenn wir 
annchmcn, dass entweder x allein, oder auch y allein, oder 
auch beide x und y zugleich sich ändern. Um diese drei ver- 
schiedenen Annahmen darzustallen, wollen wir die Aenderung 
(Increment), welche 3 erhält, indem x allein sich ändert, mit 
Aj-s, wenn y allein sich ändert mit A,3 und wenn beide x, y 
zugleich in andere Zustände übergehen, einfach mit As bezeichnen. 
Ebenso wollen wir den Dißerentialquotienten von 3=*FO, y) in 

Bezug auf x genommen mit F'Xx, y') oder mit \ und in Be- 
zug auf y genommen mit F',(x, y) oder C-r \ andeulen. 


141. 

Lassen wir nun in: 

i = FO, y) CO 

bloss x sich ändern und in x + Ax übergehen, so hat man: 
s + A,s = FCx 4- Ax, y) 

die rechte Seite lässt sich nun nach dem Taylor'schen Lehrsatz 
in eine nach Potenzen von Ax fortschreitende Reihe entwickeln 
und man hat Cy als constant betrachtet)*): 

, M /\|* ‘2 

3 1 A,3 = FCx, y) 4- F^-Cx, y) Ax + F^x, y)y-r- 4 • • • 

, „ A rr * 

A^.3 = F,Cx, y) Ax + F«Cx,y) • — + 

(dz \ ( d~z \ Ax <J 

= \dx) Ax + \ dS"vTä + • ‘ • • 


*) Sei z. R x-ij — Bi/' 1 4-1. so ist: 

*4- Aj,* = (xt Ax)’y — 4- 1 e=»’y — 3y’ 4-14- 2 *y.Ax + y.Ax 5 

A^* = 2ji/..\.r 4- y . At’ . 

Dies hätte man kürzer haben können, weil hier: — ! — 2jry ; 

(U 

% / \ r* • • * 

dahcr: Ae»«>2xy.A»4-2jr.j— j. 
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und wenn hi i = F(x, y), x seinen Werth behält und dagegen y 
sich ändert und in y + Ay übergeht, so findet man auf gleiche 
Weise die partielle Differenz von 5 in Bezug auf y, nämlich: 



12-8 


+ • • • 


Acndcrn sich beide Grössen x, y gleichzeitig um Ax, Ay, so 
Imt man für den neuen Zustand der Function (1) in Zeichen: 


s + As = F(x + Aar, y + Ay). 

Weil hier aber s ganz allgemein als eine Function von x, y 
nur in Zeichen angedeutel ist, s = F(x, y), so kann man die bei- 
den gleichzeitigen Substitutionen x + Ax, y + Ay statt x, y auch 
nur andeuten, aber nicht zugleich ausffthren. *) Man sieht aber 
leicht, dass man zu demselben Resultat gelangt , wenn man in 
s = F(x, y) erst x + Ax statt x setzt und nach dem Taylor'schen 
Lehrsalz nach Potenzen von Ax entwickelt, und dann in der er- 
haltenen Entwicklung allenthalben y+Ay statt y setzt und wie- 
derum nach dem Taylor’schen Lehrsatz nach Potenzen von Ay 
entwickelt. 


142. 

Nach dein vorhergehenden § folgt aus: 

» = F(x, y) 

wenn man erst x + Ax statt x setzt: 

» + A x s =■ F(x + Ax, y) 

*) Nimmt man für F(x, y) eine bestimmte Form, wäre z. B. 

* = *’}- 3y* + 1, 

eo kann man beide Substitutionen zugleich machen. Es ist nämlich : 

* + A* = (x + Ax)*(y + Ay) — 3(y + Ay)’ + 1 

s + A* = x*y — 3y’+l-t 2xyAx + (x*— 6y)Ay + yAx’+2xAxAy — 3Ay *+Ax*Ay 
Ai — 2xy.Ax+ (x* — 6y).Ay + y. Ax* + 2xAxAy — 3Ay* + Ax’Ay. 

Setzt man aber erst x Ax statt x, so ist, nach vorhergehender Note 
• + A,* - x’y - 3y* + 1 + 2xyAx + y. Ax* 
und wenn man hierin jetzt y + Ay statt y setzt, 

i + A* = x , (y + Ay) - 8(y + Ay)> + 1 + 2xAx(y + Ay) + (y + Ay)Ax* 
i + A* =x*y-3y*+l+(x J — 6y)Ay+2xyAxT-yAx’+2xAxAy— 3Ay*+Ax’Ay 
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oder, nach Potenzen von Ax entwickelt, indem man y constant 
sein lässt: 

* + A,s = F(x,y) + Fj-O, y) Ax + F«,Gf, .V)' + 

Setzt man jetzt allenthalben y + Ay statt y, so hat man : 

• ii 

(i)3+A3 = F(x,y + Ay)+F r (x,y-f Ay) Ax-i-F^x.y+Ay)- — + - • 

und wenn man rechter Hand das lstc Glied, sowie auch die Co- 
cfTicicnten von Ax, Ax 2 nach dem Taylorschen Lehrsatz ent- 

wickelt und beachtet, dass jetzt x constant ist, so hat man:*) 

F(x,y-t-Ay) = F(x,y) + Fj Cx,y) • Ay + F,"(x,y) ^ + - • 

F*Gx,jH-Ay)=F^O,y) 4 F^(x,y)Ay + F”„(x,y) • • • . 

F^O).V + Ay ) = F"„(x,y) + F" lt (x,y)Ay + F^„(x , y) ■ + 


Dies in (1) substituirt, ist also in Zeichen: 

s + As - F(x,y) + F,(x,y) • Ay + F^,(x,y) • ^ + M Ay s + 

Fj (x,y ) Ax + Fx,(x,y)AyAx + M'Ay 2 Ax -f* • • • • 

4 ^,C*,y)-f^+M''Ay Ax 2 + ■••• 


oder weil x = F(x, y), so hat man für die totale Differenz von 
a in der bequemem Bezeichnung: 



y) soll andentcn, dass F(x,j() einmal in Bezug auf x und dann 
der erhaltene I Mfferentialqnotient noch zweimal in Bezug auf y differentiill 

tJJÜL. 


worden, was num auch ilurcli 


dx dy’> i 

» = *V -»* + !, » wäre(^)=4«V ! ! \£d^j =80 *V- 


audeuten kann. 

/ dU 


Wäre zum Beispiel 
</** \ 
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MS. 


Wir haben im vorhergehenden $ aus der Function s = FO, y) 
die totale Differenz Cd. h. wenn die absolut veränderlichen 
Grössen sich beide zugleich ändern) erhalten, indem wir erst 
■r + Ar statt x und dann in der erhaltenen Entwicklung y ■+■ &y 
statt y setzten. Es lässt sich aber unmittelbar einsehen, dass 
nothwendig dasselbe Resultat kommen muss, wenn man diese 
Substitutionen in umgekehrter Ordnung vomimmt, nämlich in 
i = F(x, y) erst y + Ay statt y und dann in der erhaltenen Ent- 
wickelung x + Ar statt x setzt. Nöthtgenfalls möge der Anfän- 
ger sich von der Richtigkeit dieser Behauptung durch eine noch- 
malige Entwicklung überzeugen. Man erhält dann wieder 



144. 

Hieraus folgt ferner — weil nämlich beiderlei Verfahren 
gleiche Resultate, nämlich die totale Differenz von s geben — 
dass in beiden identischen Reihen auch die Coefücienten von 
gleichartigen Producten der Incremente Ax, Ay einander gleich 
sein müssen, nämlich: 

l*±) = (£l) 

\dxdyj \dydx ) 

/ \ _ / d"+ m t \ 

\ dx m dy) V dydx m ) 

d. h. ob man eine Function zweier absolut (oder auch abhängig) 
veränderlicher Grössen F(r,y) erst m mal in Bezug auf x und 
darauf noch n mal in Bezug auf y differentiirt, oder umgekehrt, 
erst n mal in Bezug auf y und darauf noch m mal in Bezug auf 
x differentiirt, das ist einerlei. Sei z. B. %=x i y i + ~y+ 1, 

so ist: 

. Ga )* 8 *’»* 412 * 1 { 5 ) *’**»*■' 

etc. etc. 
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145 . 

Wäre schliesslich s eine Function von drei veränderlichen 
Grössen, und mehr werden selten Vorkommen, in Zeichen r 

j ~ F(x, y, r) 

wo alle drei Grössen x, y, r, absolut veränderlich (von einander 
unabhängig) sind, so findet man ganz auf die vorhin gezeigte 
Weise sowohl die partiellen Differenzen AjX, A,s, A r s, als auch 
die totale Differenz As. Weil in den practischen Anwendungen 
der Differentialrechnung aber nie mehr als die niedrigsten Glie- 
der erforderlich sind, welche die Factoren (Incremente) Ar, A y, 
Ar in der Islen Potenz enthalten, und es weitläufig sein würde, 
auch die hohem in Ar* etc. multiplicirton Glieder zu entwickeln, 
(welches, wie gesagt, auf die vorhin gezeigte Weise geschehen 
könnte) so wollen wir hier auch nur die erwähnten niedrigsten 
Glieder entwickeln und die hohem bloss andeuten. 

Aendert sich in s - F(x, y, r) nur eine Grösse, z. B. x in x-fAx, 
so bleiben die beiden andern »/, r conslant (man denke sich da- 
für bestimmte Zahlen gesetzt) und man hat dann: 

• . / * . , ' » • . • . . « • ■ . : 

*+A r s-F(x,y,r)+F,(x,|r*r)'Ax+MAx a 4--u • • t. -i 

f t • 4 

Aendcrn sich zwei Grössen x in x+Ax und y iny + Ay, so 
hat man : 

5 + A = F(x, y, v ) + ) • Ax Ax 2 +M' AxAy+M"Ay 4 -t-. . 

Um nun die totale Differenz von s zu erhalten, wollen wir 
der Abwechselung halber nach Ampüre folgendcrmaassen ver- 
fahren. Es ist: '• ’ ' 

‘ • . ■ . . • /I 

J. F(x-4Ax,j/,r)-F(x,i/,p) -t*F^x,^/,r) Ax -e MAx* +**•<* 

2 . F(x,y~Ay,r) =-V(x,y, r) +F,(x,y, r)Ay + M'Ay 4 +- • • ■ 

3 . F(x,y,p+Ac) = F(x,y,c) +F«(x,y,tQAc + M"Ao a +- •• 

Diese drei Gleichungen haben Statt, welches auch die Werthe 
von x, y, v sein mögen. Man kann also auch in der zweiten 
linker und rechter Hand x+Ax statt x, und in die dritte x+Ax, 
y+ Ay statt x und y setzen und nur M', M", welche (iin Allge- 
meinen) Functionen von x, y, p sind, bekommen durch diese Sub- 
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stitution andere Werthc. Man hat also, indem wir die erste Glei- 
chung nur wieder abschreiben: 

(O F(x+Ar,y, r)^F(x,y,r)+F.,(x,y,r) Art Max 2 h 

Ca *)F(x+ Ax,y + Ay,r) = F(x +Ar,y,r) + F,(x + Ax,y,r) Ay+M , Ay 2 +•••■ 

C s ')F(x+Ax,y-t-Ay,»+Ar)^F(x+ Ax.y+ Ay,e)+F r (*-f Ax,y +£»,»)• Ae+M, At>*t- 

Addirt man diese drei Gleichungen und lässt die rechter und 
linker Hand sich tilgenden Glieder ans, so bat man ganz einfach:*) 

»+As = F(x,y,r) + F x (x,y,r)Ax+ Max 2 + • ■ ■ ■ 

+ F,(x,y, e) Ay + M , Ay 2 + 

+Fi.(x,y, p) Afl+M, Ae*+- « • * 

As = FlC-r, y, e) Ax + F‘ Cx, y, r) Sy + Fi-Cx, y, «0 Sr h 

A#= (^) AX + (S) Ay+ ® AC + ‘"' 

• a 

*) Es i»t hier rechter Hand der Factor von Sy. nämlich : ■ • t 

F,Cx+Ax, y, r) = FjCx,y,»0+M s Ax+M 4 Ax , +- ■ • • 

Ebenso ist der Factor von Ac, nämlich : 

Fi(x+Ax,y + Ay,e) -- Fl(x+Ax,y,t') + M s Ay fJI # Ay 5 -t- • 
-’F t .C®>y>«0-i-M T Ax+M 8 Ax ,, + ' • »• 
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Zwölftes Buch. 


Maxima und Minima der Functionen mehrerer absolut 
veränderlichen Grössen. 


148. 

Die wichtigste Anwendung des vorhergehenden Baches besteht 
darin, diejenigen Werthe der absolut veränderlichen Grössen zu 
linden, für welche die daraus gebildete Function sich im Zustande 
des Maximums oder Minimums befindet. 

Wir wollen der Einfachheit halber zuerst annehmen, es sei s 
eine gesonderte Function von nur zwei absolut veränderlichen 
Grössen x, y, in Zeichen: 

* = F(x, y) 

und es seien x n , y 0 die gesuchten unbekannten Werthe von x, y, 
für Welche = F(x 0 , y ft ) ein Maximum oder Minimum ist. 

147. 

Lassen wir nun die beiden Grössen x n , y n um Ax, Ay wach- 
sen, so haben wir (§ 142): 

F(x 0 + Ax, y 0 +Ay)«F(x<„y„) + • - • • 

Um kein Maximum oder Minimum zu überspringen, müssen 
und können wir die Incrcmcnte Ax, Ay so klein denken, dass 
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die Summe der beiden niedrigsten Glieder, A.rf ^*^Ay(im 

Fall > 0), grösser ist, als die Summe aller folgenden, welche 
die höheren Potenzen und Producte der Incremcnte enthalten. 
Dies beachtet, ist nun klar, dass wenn F(j- 0 , y 0 ) ein Maximum 
oder Minimum sein soll, die Coefficienten von Aar, Ay (die 

partiellen Differentialquotienten)^^ (^einzeln, noth wendig -0 


sein müssen. Denn wenn, um alle möglichen Fälle durchzugehen, 
in der Reihe: 


(*W+ (*) 4y-r (£* I ^ + füiWA,+ 5s! 

dx rfy y U**/ 1.2 dx<h, * W Hl 


1) beide Coefficienten und ^ j für ar=a- 0 , y=y 0 , po- 
sitiv wären, so würde für positive Incrcmente, die Summe der 
beiden niedrigsten Glieder (^Aar+^j A y positiv sein und 


(weil dann diese Summe grösser ist, als die Summe aller fol- 
genden Glieder, wenn auch alle negativ wären) zu F(a- 0 ,y„) 
noch etwas hinzukommen, mithin FO„, .y 0 ) wachsen und also 
kein Maximum sein. 


Für negative Incremente - Aar, - Ay würde die Summe der 
beiden niedrigsten Glieder, mithin auch die der ganzen Reihe, 
negativ sein, also von FO 0 ,y„) noch etwas abgehen, mithin 
FO^oj Un) auch nicht im Zustande eines Minimums sein können. 

2. Wären die beiden ersten Diffcrcntialquotienten 

negativ, so würde jetzt umgehrt für negative Incremente — Aar, 
- A y die Function F(ar„, y 0 ) wachsen und für positive Incre- 
mente abnehmen, mithin weder ein Maximum noch ein Minimum 
sein können. 

3. Wäre der eine Cocfficicnt z. B. positiv, der andere 
('ty) nc £ al ' v ’ so ware + ^ UU( ^ ~ A y die Summe der beiden 

niedrigsten Glieder + (^)a^ wieder positiv und F(x 0 ,y 0 ) 

würde für diese Incremente wachsen, mithin kein Maximum sein. 
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Für - Ax und +Ay wäre jene Summe negativ, mithin F(x ot y 0 ) 
abnehmend, also auch kein Minimum. 

148. 


Sind nun aber für x~x„ und y = y„ in der vorhergehenden 
Reihe die Coefficientcn von Ax und A y, nämlich und ( ) 
einzeln, - 0, so bleibt uns noch : 



AxAy — 



Ay» 

1-2 


+ 


und es kann F(x 0 ,y 0 ) (die Ordinate a 0 ) ein Maximum oder 
Minimum sein. Ob aber überall ein Maximum oder Minimum 
und welches von beiden stattfindet, darüber entscheiden nun die 
drei folgenden Glieder, indem wir As, Ay so klein annehmen 
können, dass die Summe dieser drei Glieder grösser ist,*) als 
die Summe aller folgenden. 

Wäre nun die Summe dieser drei Glieder positiv unter allen 
Umständen, d. h. man möge die Incrementc Ax, Ay positiv oder 
negativ, oder auch das eine oder andere -0 nehmen, so würde 
F(x„,y 0 ) oder die Ordinate s 0 ein Minimum sein, weil dann 
unter allen Umständen die Ordinate wachsen würde, ihr Fuss- 
punct möge in der Ebene xy, in der Abscissenachsc nach rechts 
oder links Qt Ax, Ay-0) oder senkrecht darauf (Ax = 0, ±Ay) 
oder nach einer dazwischen fallenden Richtung (± Ax, x Ay), 
(±Ax~Ay) fortgleiten. 

Wäre dagegen die Summe jener drei Glieder unter allen Um- 
ständen immer negativ, so würde offenbar F(x„, y„ ) (die Ordinate 
*„) ein Maximum sein. 

149. 

Um nun ein Merkzeichen zu finden, wonach man entscheiden 
kann, ob die Summe der drei Glieder: 



*) Vorausgesetzt, dass die drei CoeTRcienten von Ar’, AxAy, Ay'- nicht 
jeder einzeln => 0 sind, in welchem Falle man noch weiter gehen müsste, was 
jedoch unerträglich weitläufig sein würde. 


Digitized by Google 



161 


oder indem wir, des bequemem Schreibens halber, die (hier nur 
in Betracht kommenden) CoolBcientcn mit A, B, C bezeichnen: 


A 


A/t ' 1 

TT 


+ BAxAy + C^ 


i (ÄAx 9 + 2 BAxAj/ + CA// 2 ) 


unter allen Umstünden positiv oder negativ wird, bemerken wir 
zuerst, dass A und C noth wendig einerlei Vorzeichen haben 
müssen und zwar beide +, wenn die Summe positiv, und wenn 
die Summe negativ sein soll. Denn wäre z. B. A positiv und 
C negativ, so würden für Ax ■= 0 die beiden erstem Glieder ver- 
schwinden und die Summe nicht positiv sein können. FürA//=0 
dagegen würden die beiden letzten Glieder verschwinden und 
die Summe also nicht negativ sein können. Um nun das Vor- 
zeichen dieser Summe von dem Vorzeichen der Incremente ganz 
unabhängig zu machen, setzen wir dieselbe (indem wir den Fac- 
tor i weglassen können) in folgende Form: 


B 2 B 2 

AAx 9 +iiBAxA.y+CAi / 2 + -^ Ay 2 Ay l 

. „ . A(^ + ?Ay)' + (c~^ 2 

. •• t ii ", * • 

und dieser Ausdruck ist gewiss unter allen Umständen positiv 
(negativ), wenn gleichzeitig A und C positiv (negativ) und 

B ,J 

ausserdem C--^>0, AC>B 2 ist. 


150. 

Zur Bestimmung der Maxima und Minima einer Function 
zweier absolut veränderlichen Grössen: 

s - F(a-, y) 

hat man also gleichzeitig: 



/d*z\ /dH) ( d * a \* 
’ \rfxV v/y 9 / = \dxdy) 
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d. h., man differeniiire die Gleichung » «*> F(a?,y) einmal in Being 
auf x und einmal in Bezug auf y, setze beide Diffcrentialquo- 


tientcn einzeln - 0, nämlich ~ F*(a*,y)=0und ^F,(*,y) 


Die Werthe, welche man aus diesen beiden ersten Bedingungs- 
gleichungcn für x und y findet, substituire man in die Ausdrücke 
(2). Je nachdem danu diese positiv oder negativ werden, giebt 
cs ein Minimum oder Maximum, vorausgesetzt, dass gleichzeitig 
auch die 3te Bedingung Statt findet. 

In der Regel erkennt man aber schon aus der Natur der 
Function, ob ein Maximum oder Minimum vorhanden ist und man 
hat dann nicht nöthig, die immer weitläufigen Rechnungen und 
Substitution für die Bedingungen (2) und (3) vorzunehmen. 


15L 

Hätte man eine gesonderte Function von mehr als zwei ab- 
solut veränderlichen Grössen, wäre z. B. in Zeichen: 

*»- FCar,y,«,e ) 

so folgt aus den vorhergehenden Betrachtungen (und noch ein- 
facher nach der Infinitesimalmethode), dass man zur Bestimmung 
der Werthe von x,y,z,r- für welche u ein Maximum oder 
Minimum wird, die Function in Bezug auf jede der absolut ver- 
änderlichen Grössen differenteren und die erhaltenen partiellen 
Differentialquotienten, einzeln = 0 setzen muss, nämlich: 



Aus diesen gleichzeitig Statt findenden Bedingungen erhält 
man die, einem Maximum oder Minimum entsprechenden Werthe 
von x, y, s, r- • • , vorausgesetzt, dass der Eliminationsprocess 
nicht zu grosse Schwierigkeiten bietet. Aber auch hier ein Kenn- 
zeichen aufzustellen, ob ein Maximum oder Minimum und welches 
von beiden Statt findet, würde auf zu grosse Weitläufigkeiten 
fuhren. Man muss dieses aus der Natur der Function erkennen. 

152. 

Aufgabe. Es sei gegeben: 

s = jr* + xy + y* - [>x - iy + 1 
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Man sucht die Werthe von x und y, für welche s ein Maximum 
oder Minimum wird. 

Auflösung. Man hat hier 

.•kl. »,'l 

(*), .^ + y _ 5 =o 

(!H +2y - 4=o 

I . » 

und hieraus x = 2 und y=l. Ferner ist: 



V dx 2 / IdyV > V dx4y) 


Für a>-2 und »/=> 1 wird also s ein Minimum. =»-ß. 

i t 

< 163 . 

Aufgabe. Eine Zahl a in drei solche Theilc zu (heilen, 
dass das Product aus der 4ten Potenz des ersten, dem Cubus 
des zweiten und dem Quadrate des dritten Thcils ein Maximum wird. 

Auflösung. Sei x der erste, y der zweite, also a-x — y 
der dritte Theil, so hat man aus: 

s — x 4 •y i (« — x — yy 1 

(^) =y*(a— x-y)*4x* -x*y* • 2(o-ac— ,y)=o 

(s) = ** ~ x ~ !l ' 3,/2 ~^*y 3 ‘ 2 Ca- x-jf)=o 

oder kürzer, weil die Theile x, y und a—x—y nicht = 0 sein 
können und man damit dividiren kann: 

2a — 3x - 2y — 0 
3a - 3x — hy - 0 

Hieraus x = |a; f/=la; a- x -y -%a. 

, f . ‘ 

Für diese drei Theile von « wird ; ein Maximum, indem von 
einem Minimum hier nicht die Rede sein kann und man also 
das weitläufige Kennzeichen dafür nicht aufzustellen braucht. 
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154, 

Aufgabe. Eine gerade Linie a in drei solche Theile zu 
theilen, dass das daraus construirtc Dreieck ein Maximum wird. 

Auflösung. Sei x die eine, y die zweite, also a-x-y 
die dritte Seite, so ist der Flächeninhalt: 

F = i/4a (Ja-aOCJo-lOO+y-J«) 

oder, zufolge der Anmerkung zu § 80: 

s = (Ja-x) C\a~y) O+y -4«) 

) = (4« -y) Ca - 2x -y)= 0 
(^)= Ci«“*) (a- 2 i/-x )=0 

Die Factoren 40 — x und {a — y können nicht 0 sein, weil 
dann x = y = \a, mithin die dritte Seite =0 und also gar kein 
Dreieck vorhanden wäre. Es müssen also die beiden anderen 
Factoren= 0 sein. Daraus ergiebt sich x = Ja; y = Ja; a~x~j/= Ja. 
Da ferner für diese Werthe von x und y 

(£k) * *»+»>-»• — i° 

so ist klar, dass ein Maximum Statt findet, was man auch un- 
mittelbar einsieht, indem von einem Minimum hier nicht die Rede 
sein kann. 

Unter allen Dreiecken von gleichem Umfange hat also das 
gleichseitige den grössten Inhalt. 

155. 

Aufgabe. Die Dimensionen eines rechtwinkligen und ge- 
schlossenen Farallelpipedums zu bestimmen, welches bei gege- 
benen Inhalt V die kleinste Oberfläche hat. 

Auflösung. Seien x, y die gesuchte Breite und Länge, so 
V 

ist die gesuchte Höbe »- — und die Oberfläche: 

xy 
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/rfF\ 


{ V\ 

(dar) 

fdY\ 

l-»l 

<*-*) 
/ V\ 

\äyj 

|=2l 

( X ~r) 


hieraus folgt: x'y = xy' 1 = V, mithin: x = y = 3 = ^V. Ferner ist: 


/d*F\ 

4 V 

\dx*) x* 

aTä. 
^ * 

ti 

4 V 

= -r = + 4 

y 3 

/rf« F \ 


\(lxdy) 



Unter allen rechtwinkligen Parallelepipcden von gleichem In- 
halte, ist es also der Cubns, welcher die kleinste Oberfläche hat. 


156. 


Aufgabe. Man sucht einen Punct 0, so dass die Summe 
seiner drei Entfernungen x , y, s von den Ecken eines gegebenen 

Dreiecks ABC ein Minimum ist. 



Auflösung. Am leichte- 
sten verfährt man auf folgende 
indirecle Weise: 

Es sei der Winkel OAB 0 
und OAC-A-fl, so ist: 

x* = c* + y* — 2cy cos 0 
s i = b q + y*-2b^cos(A-0) 


u = y + \Zc* +y 4 - 2 cy cos 0 + \/b' 1 +y' , -2bycos(A.-0) 

1 l y-e-cos8 | y- 6 cos CA -0) ^ 

\dy) x i 

, /du\ cy • sinfl 6ysin(A — 0) „ 

* Xdö) x * 
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Aus der zweiten Bedingungsgleichung folgt: 

esin w_fc-sin(A — (f) 
x z 


Fällt man von B und C die Perpendikel BD, CE, so ist: 
c-sinö = BD und b sin CA — 6) = CE, mithin: 

BD CE 


Diese Quotienten sind aber die sinus der spitzen Winkel BOD 
und COE und da ihre sinus gleich sind, so sind auch diese bei- 
den Winkel und folglich auch ihre Nebenwinkel gleich. 

Ferner ist nun: y— c cosö^-OD undy-h-cosCA— OE. 
Substituirt man dies in die erste Bedingungsgleichung, so ist: 


1 


OD OE 

x z 


Die Quotienten — . — sind die cosinns der beiden gleichen 
x z 

Winkel BOD, COE. Da nun diese cosinus gleich sind und ihre 
Summe -1 ist, so ist jeder ^=1 und folglich BOD -COE = CO". 

Der fragliche Puiict hat also eine solche Lage, dass jeder der 
drei um ihn liegenden Winkel = 120" ist. Beschreibt man also 
über zwei Seiten des Dreiecks ABC gleichseitige Dreiecke und 
uin jedes einen Kreis, so schneiden sich beide Kreise in dem 
gesuchten Punct 0. 

157 


Im § 142 fanden wir aus der Function ;• F(x, y) für die 

fnlol^^Dlffinijoii^tjorgo|J»nn ilio Ti nilio • 



und man ist nun fibereingekominen hier die beiden ersten in der 
Regel nur erforderlichen Glieder, welche keine Potenzen und 
Producte der Incrcmcnle enthalten, das totale Differential der 
Function zu nennen und mit dz zu bezeichnen. Sotzen wir der 
Symmetrie halber auch i/x, dy statt Ax, Ay, so ist das totale 
Differential welches aus der Summe der beiden partiellen Diffe- 
rentialen besteht, in Zeichen: 
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158. 

Hätte man eine gesonderte Function von inehr als zwei ab- 
solut veränderliche Grössen, wäre z. B.: 

»j-P0r,y, »,■•••} 

so erhellet schon aus § 1Ö7, dass das totulc Differential: 

" u -(£)' k +Q d i' + (£)' , ‘ + 

* . f • ‘ . « 

Wäre z. B. u — xyt, so ist: 

- 

dw — i/3 ■ tfx + xt ■ dy + xy ■ di 

159. 

Aufgabe. Man differentiire folgende Functionen, in welchen 
x, y absolut veränderliche Grössen sind: 


1. 

2 . 


, X "y* 


"// 




8. s ~ Are tg - . 


Auflösung. Man findet: 


1. di - mx" _ 1 i/’dx + nx m y n ~ Uly 
(/* ■■■ x m ~'y n ~ 'Cmi/dx + nxdy ) 

L C/x) = _ ay( - xl + y‘ l '>~ lx 

O ' 1 + y’ ) - * - ai/(x ' 1 +y») - V/ 
, - axydx + ax*rfy 

>z VCx'+y'r 

3 T V . x 

\dx) y* + x*’ \dyj y a +x* 

. yrfx - xdy 
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160 . 


* Man kann bei Functionen von mehr als einer absolut ver- 
änderlichen Grösse auch höher«, sowohl partielle, als totale 
Differentiale entwickeln. So folgt z. B. aus: 

s-FC®, 


indem wir sowohl x als y sich ändern lassen, erst das totale 
Differential : 



Da nun hier die Coefficicnten von fix, dy (im Allgemeinen) 


Functionen von x und y sind, nämlieh 


(£) = elc ’ 


so 


kann man wieder x + A.r, y + Sy statt x und y setzen und ent- 
wickeln, indem man die Facloren tlx, dy als constant betrachtet. 
Behält man von der Entwicklung nur die niedrigsten Glieder und 
schreibt wieder d.r, ily statt Sx, Sy, so hat man das totale zweite 
Differential von » nämlich: d' 1 *. Es leuchtet ein, dass man dies 
einfacher erhält, indem man obige Gleichung nur nochmals in 
Bezug auf x und y diffcrentiirl. Dann ist: 



wollte mau so allgemein weiter gehen, so würde sich zeigen, dass 
bei jedem folgenden totalen höheren Differential die ßinomial- 
Coelheienten zum Vorschein kommen. 


161 . 

* Hat nun eine verwickelte Function mehrere absolut veränderliche 
Grössen, die man auf die abhängig veränderliche nicht reduciren 
kann, oder nicht reduciren will, so lässt sich dennoch , sowohl 
das totale als partielle Differential leicht bestimmen. Durch ganz 
dieselben Betrachtungen, wie in §§ 1 1 ."> , 117 und 118, ergiebt 
sich nämlich, dass man eine solche auf 0 reducirlc Function, 
formell nur gerade so zu diiferentiiren braucht, als wenn alle 
Grössen absolut veränderlich wären, und das Differential =0 zu 
setzen berechtigt ist. Sei z. B.: 
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F(®, y , ») -» 0, 

wo x, y die absolut veränderlichen Grössen sein sollen und z 
die abhängige, so ist für das partielle Differential von s in Bezug 
auf x, also y constant (§ 117): 

(£)' te+ (f)'' , -° 

und in Bezug auf y, also jetzt x constant: 
und für das totale Differential 

Für die höheren Differentiale findet dieselbe Regel Statt. Die 
allgemeinen Formeln werden hier aber unerträglich weitläufig. 

Beispiel. Die Gleichung für die Oberfläche der Kugel ist 
(höhere Geometrie § 134): 

x* + y* + s* = r* 

Aendert sich bloss x , so ist: xdx + uh = 0 . Aendert sich 
bloss y, so ist: ydy + sda =0. Aendern sich beide zugleich, so ist: 

xdx + ydy + sds = 0 

di _ _ xdx +ydy 
* 

162 . 

* Aufgabe. Es ist die Gleichung irgend einer krummen Fläche 
allgemein : 

»=F (®,y)- (O 

und darin ein Punct M durch seine rechtwinkligen Coordinaten 
x, y, t gegeben. Man sucht die Gleichung der durch diesen 
Punct gehenden Tangential-Ebene. 

A uflösung. Lassen wir bloss die Abscisse x um A® wach- 
sen, so gehen wir zu einem andern Pnnct M' der Fläche über, 
dessen Coordinaten x + A®, y, s + A x * sind. Lassen wir dagegen 
bloss die Ordinate y um Ay wachsen, also x constant bleiben, 
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so gehen wir zu einem dritten Punct M" der krummen Fläche 
über, dessen Coordinaten x, y + Ay, s - A, i sind, 
ffic Gleichung einer Ebene hat die Form: 

z = Ax + By + 6" • • (») 

damit diese Ebene zunächst durch die angegebenen drei Punctc 
M, M', M" geht, müssen die Coeflicientcn A, B, C so bestimmt 
werden, dass wenn man x und y statt x, y setzt, z»su«d wenn 
man x + Ar und y statt x, y setzt, z = s + A x s, und wenn man 
x und y + Ay statt x, y setzt, z «= s + A, 5 wird. 

Dies giebt uns zur Bestimmung der Coefücienlen A, B. C 
folgende drei Bcdiugungsglcichungcn: .. ,> 1 . , 


t r=~Ax + %•+ C • • • • (O 

s + A x s = A(x + Ax) tBjtC CO 

: 5 + A, 3 ‘- Ax f ft(y + Ay) + C ■■■■■ •' CO 

• ’*l • * * I . -» • 1 t 


Snbtrahirt man C3) von CO und CÖ vort C^>), so liat man: 


A x s -= A Ax ; A ~~ 

, . . A, v 

A t z=*B Ay; B - 

A.V 


Lässt mau nun Ax, Ay Dis zu Null convergiren, also nach 
der Grenzmethode die drei Puncto zusammen fallen, oder noch 
deutlicher, nach der Infinitesimalmethode, die Incremente Ax, Ay 
unendlich klein werden, so ist auch das zwischen den drei Punc- 
ten M, M', M" liegende unendlich kleine Flächenstück als eben 
zu betrachten, und da dieses mit der gesuchten Ebene Cweil drei 
Puncte gemein habend) zusammenlallt, so ist auch letztere nolh- 
wendig eine Berührungs-Ebene. Die gesuchten Coefficienten A, B 
sind dann aber ofFenbar die aus CI) gezogenen partiellen Diffe- 

rentialquotientcn in Bezug auf x und y, nämlich: Ä = 

!■■■■■ ■ • • ... 



B - Die Gleichung der Berührungs-Ebene ist also näher 

bestimmt: ; ■ 1/ : »’1 

J z ) x + ( t ) y + C ‘ ’ ' ‘ ‘ ‘CO 

.ü • . •* j v •• r v .1 ■ !cr.: 
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Um noch C zu bestimmen, beachte man, dass zufolge (3) 
C = *- Ax— By = * — ~ 9- Dies subsliluirt, ist die 


Gleichung der Tangenlial-Ebcnc: 


/ 


.1 


/tti'i /rf»\ '( /*f»\ * /<f»\ ♦ ‘ ' I 


Mail hatte auch (3) von (6) subtrahiren können und vor- 
stehende Gleichung in folgender kürzeren Form erhalten: 




und folglich die beiden Projections- Gleichungen der Normale 
(höhere Geometrie § 128): 

(ds\ 




i- 1 




i 


163 . 


* Um schliesslich noch den Winkel U zu bestimmen, welchen 
die Tangential -Ebene mit der Ebene der x, y bildet und der 
später bei der Complanation der Flächen erforderlich ist, hat man 
(höhere Geometrie § 126):. • ■ n 

1 


cos U 




Wäre die Gleichung der Fläche in verwickelter Form gegeben: 
FC#, y, 3 )=* 0 , so hat man: 


©* + Üe)* + (h)*'- # 


(£) ,'h 

('*) 
\ \dy/ 

A/Ff \dy 

\dJ 



. •'!#.. imb ffTWfe nhrt ahMMsF oHl .« •• » • 

mithin die Gleichung der Tangential-Ebene: 
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Die beiden Projectionsgleichungen der Normale sind in die- 
sem Falle: 

Q 


X - X = 


y-y ■ 


/ä¥\ 
Vd* / 

o 


■ (z - a) 


■c*-o. 


164. 


Aufgabe. Es isl die Uleichung der Kugel gegeben: 
s» + jr* = r*. 

Man sucht die Gleichungen der durch einen gegebenen Punct 
M(a?,y,s) in der Oberfläche gehenden Tangential-Ebene u. Normale. 
Auflösung. Man hat hier: 

\dxj , *’ Uy/ s 

daher die Gleichung der Tangential-Ebene 

sCz - *) + xCx - oO + yCy - y) = o 

oder: sz + xx +^y «= r* 

die Gleichungen der Normallinie sind: 

' • i jp 

x-x - -fz - s) hieraus : x = — 

3 * 


y - y » ^Cz - *) 

5 


» 


y= 


yz 

3 


COS U = . - r °- 

Va * + x*+y* r 

Für j? = 0 und y = 0, also s = r ist x = 0, y = 0, z = r und 
cos U = 1, U ■= 0. Die Normallinie geht durch den Anfangspunct, 
fallt also mit dem Radius zusammen. Die Tangential-Ebene geht 
mit der Ebene der x, y in dem Abstande — r parallel. Für x-r, 
y = 0 also * = 0, ist cos U = 0, U = 90°. 
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Dreizehntes Buch. 


Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. 


165. 

an habe die beiden gleichzeitigen Gleichungen: 


* = x* + y* CO 

y = 9-4* ( 4 ) 


Für x = 0, 1, 2, wird y =*9, 5, 1, — 3, • • • Für das erste 
Paar Werthe von x, y wird 3 = 729, fiir das zweite Paar ist 
3=126 etc. Da nun für verschiedene zusammengehörige Werthe 
von x , y die daraus gebildete Function s verschiedene Werthe 
bekömmt, so kann man fragen, für welche zusammengehörige 
Werthe von x, y wird 5 ein Maximum oder Minimum und dies 
ist es, was inan ein Maximum oder Minimum mit Nebenbedin- 
gungen nennt. 

Man sieht nämlich, dass wegen der vorgeschriebenen und zu 
berücksichtigenden Bedingung dass y=9 — 4x sein soll, man in 
C die veränderlichen Grössen x, y nicht als unabhängig von 
einander betrachten darf. 

Da nun für den unbekannten Werth von x, fiir welchen 3 
ein Maximum oder Minimum wird, zugleich auch y='.)—4x sein 
soll, so darf man offenbar aus (.1) die von x abhängige Grösse 
y eliminiren und hat dann: 

z=«* + (9-4aO* ‘••(O 
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In dieser Gleichung ist offenbar die Bedingung, dass immer 
y = 9 — 4x ist, mit enthalten, also auch für den Werth von x, 
für welchen jetzt 3 ein Maximum oder Minimum wird. Daher: 

^ = 8x* - 1 2 (9 - 4x) 4 = 0 (O 


woraus: x ■= 2; und x = 



Es ist also für x = 2, y = 1 , die Grösse 3 = 9 ein Minimum. 
Für x- y, y = -? ist * = 104 ^ ein Maximum. 

Die Elimination der abhängig veränderlichen Grösse war im 
obigen« Beispiel sehr leicht zu bewirken. In vielen andern Fällen 
ist das aber nicht der Fall. Dann erreicht man oftmals aber doch 
seinen Zweck, indem man alle beide Gleichungen in Bezug auf 
die absolut veränderliche Grösse x differentiirt und dann den 

(ly 

Differentialquotientcn -f- climinirt. Dass dies immer erlaubt ist, 

wollen wir zuerst an obigem einfachen Beispiel zeigen. Aus 
den beiden gleichzeitigen Gleichungen: «•! >il. 1 n,! 


s = x* +?/’ ■ (1 j 

y=9-4x ■ 00 


f. , s . ! (g)-y + 8 ,-|.o CO 



ln (8> steht offenbar y als Stellvertreter für 9 - 4x und 

als Stellvertreter fiir das durch dx dividirtc Differential von 
dx 

9t- A x und dies ist, wie aus (2) folgt, m -4. Wir können also 
du 

aus (3) -f eliminiren und haben dann: 
dx 

- 12 ;/* -0 

* 1 • 1» ,• .' | * t ! 

oder,: x -r 2y = 0 • O) 

Statt nun in diese Gleichung den Werth von y zu substi- 
tuiren, kann man auch (im Fall die ßcduction auf y in (2) nicht 
möglich oder zu weitläufig »ein würde) die Gleichung (.'>) tnil 
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der Bedingungsgleichung; (2) verbinden und daraus eine neue 
Beziehung zwischen x und .// ableiten, woraus sich dann das 
Verhältniss dieser Grössen zu einander oftmals leichter ergiebt. 
ln vorliegendem leichten Beispiel hat man diese Grössen selbst. 
Es folgt nämlich aus (5) und (2), nämlich: 

... -i . ■ • • • 

,X 2« -=0 

I i • r ■ 3 i ■ :i • ■ 

4x+ y = 9 i, .. 


für das obere Vorzeichen: x = 2, y^\ m , für das untere Vor- 
zeichen : x - y ~ 

Um zu entscheiden, ob für dieses Werthe-Pnar s ein Maximum 
oder Minimum ist, hat man aus (3): 


/ ,3 i\ 


<v 


. r/*y 


V 




Hierin die Werlhe von ^- = — 4 und - 0 
fix fix 1 


kömmt: 


/d*z\ 

[(tx*) ~ 6X + M,y = + 1 


substituirt , 


Kür x — 2, y - 1 ist positiv und s-9 ein Minimum. 

Für x - y - — i ist (j/^) negativ und * - 104 # ein Maxim. 


166. 



Differentialquotientcn direct die abhängigen Differentiale zu eli- 
miniren. Man hat z. B., wenn: , 

* * x 3 4- y e.': CO 

y => 9 ~ 4x- • m - . (i) 

. aus CO: = 3x t fkß + 3y' i f/y=Q 

öder: x*äx + y*tfy = 0 •'•••CO '' 

. t, 

aus (2): \dx + du — 0- • • ( 4 ) 

CI) mit y" in ultiplicirt und dann von (3) subtrahirt: 

(sf*-4 y*)-ite«3 0 
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mithin, weil nach dieser Methode das Differential von x, näm- 
lich <lx, nicht Noll ist: 

x 2 — 4y* = 0 etc., wie vorhin. 

167. 

Aufgabe. Man sucht den Radius r und die Höhe h eines 
oben offenen geraden Cylinders, welcher bei gegebenem Inhalt a 
die kleinste Oberfläche hat. 

Auflösung. Es ist die Oberfläche : 


F - ‘2rnh + r-7i (i) 

ar~ 2 

und h («) 

71 


Die Gleichung C2) ist hier die Bedingungsgleichung. Daher: 

rfF = 2n(k J rr')dr + 2nrdh — 0 
oder: 

aus ( 2): 


Es ist also h - r = V — • 

T nr 

168. 

Aufgabe. Aus vier gegebenen Seiten, a, b, c, e, ein Vier- 
eck zu constrniren, welches den grössten Inhalt hat. 

Auflösung. Heisst der gesuchte Winkel, den die Seiten 
a, b mit einander bilden, <p, und der dadurch bestimmte gegen- 
überliegende Winkel i p, so ist der Inhalt: 

F = iab sin <p -f icesin tp (i) 

Da nun aber die Winkel y, rp von einander abhängen, so 
müssen wir noch eine Bedingungsgleichung für sic suchen. 
Heisst die ihnen gegenüberliegende Diagonale k, so haben wir 
aus dem einen Dreieck k^-a 2 +b 2 -Vabcosy, und aus dem an- 
dern k 2 =c 5 +e* — icecosip. Daher: 

a 2 + b 2 -2abcos'p=c i + e i -2cecostp (a) 


(A + r) dr + r ■ dh=0 
2a- r~ 6 

^~dr + dh=0 
n 

, 2 ar~ 2 

h + r =»0 


h - 


ar~ 


=0 


.V 


71 

h — r=0 
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Statt ip zu eliminircn . was weitläufig sein würde, verfahren 
wir nach der gegebenen Regel und eliminiren dtl’. 

if F = nb cos <f -dtp — re cus ip- dtp = 0 f a) 

ab sin >p-dtp - re -sin ilj-dip = 0 ( 4 ) 

mit sin (1/ und (4) mit cos 1 p inultiplicirt und addirt, kömmt: 

nb fcos <p • sin ip + sin <p- cos ip) ■ dtp = 0 
sin C<r +ifO = 0 
<P + ip = 180° 

Das gesuchte Viereck ist also, als Maximum, ein Sehnenvierek. 
Von einem Minimum kann hier nicht die Rede sein. 

Um die Winkel zu bestimmen, hat man jetzt aus (2), indem 
cos ii ;> => — cos tp : 

a* - c 1 4- 6* - & 1 

COS <1 - - 7 -r - 

‘2Cßb + re) 

169. 

Nach diesen, zur Vorbereitung erst vorausgeschickten spc- 
cicllen Fällen, wollen wir jetzt die etwas subtile Theorie der 
maxima und minima mit Nebenbedingungen im Allgemeinen be- 
trachten. 

Sei zuerst u eine Function von beliebig vielen unabhängig 
veränderlichen Grössen r, y, z- - -, in Zeichen: 

« = </0, y, *, t ■ ■ ) 

so ist bekanntlich für jedes Maximum oder Minimum dieser 
Function : 



Ferner ist bekannt, dass, um die allgemeine Bedingung du—u 
zu erfüllen, jeder CoelTicient der Differentiale d.r. dy, • . für 

sich Null sein muss, (^") = ’ , h (^)~° e,c> 

Wir erhalten also eben so viele Bedingungsgleichungen, als 
unabhängig veränderliche Grössen vorhanden sind. Hieraus können 
also die unbekannten aber bestimmten Werthe derselben, welche 
sie in den Zuständen der maxima und minima haben müssen, 
abgeleitet werden. 

ta 
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Wären nun aber in: 

u^<f>(x,y,z,t ) CO 

die Grössen x, y, nicht alle absolut veränderlich, sondern 

von einander abhängig, so müssen sich solche Abhängigkeiten 
durch Gesetze oder Functionen darstellen lassen. Wäre z. B. 
die Veränderung des y durch die des x bestimmt, y--f[x), so 
könnten diese beiden von cinunder abhängig veränderlichen 
Grössen, x,y, nur für eine absolut veränderliche Grösse gellen 
und als solche in die Function (1) eintreten. 

Wenn daher in der Function */, die zu einem Maximum oder 
Minimum gemacht werden soll, veränderliche Grössen so von 
einander abhangen, dass die eine aus der andern berechnet 
werden kann, so müssen wir erst, um die wirklich absolut ver- 
änderlichen Grössen zu erhalten, Substitutionen vornehmen, d. h. 
die abhängig veränderlichen Grössen durch diejenigen, von welchen 
sic abhängen, ausdrückcn, was dann zuletzt auf einen Elimina- 
tionsprocess zurückkömmt. Wäre z. B.: 

it = y Qx, y. *, I) und ausserdem : 
ff ~ tp(x, s) 

3 = fl t) 

gegeben, mit der Forderung « zu einem Maximum oder Minimum 
zu machen, so haben wir offenbar, statt vier absolut veränder- 
liche Grössen, nur noch zwei, denn t kann z. B. durch 3, und 
y wiederum durch x und - ausgedriickl werden und wir müssen 
diese Substitutionen in der Function u vornehmen, wenn die 
ausserdem gegebenen zwei Bedingungen mit erfüllt werden sollen. 

Oftmals ist es nun aber nicht leicht, wenn nicht gar unmög- 
lich, die abhängig veränderlichen Grössen zu eliininiren (wenn 
z. B. die Bcdingungsgicichungen über den 2ten Grad gehen oder 
transccndenl sind). Für diesen Fall Iheillc uns Gauss bei einer 
gewissen Veranlassung im Jahre 18*20 folgendes leichte Ver- 
fahren mit: 

170. 

Es sei wieder: 

u - <p (.r, y, 3, t,- • ■ ■) und ausserdem: 

(.*,!/, D = 0 

fCff, i, *0 = 0 

F Cr, t-, ) - 0 

wo ip, f, F, •••• die Bedingungsgleichungen ausdrücken: 
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Es ist auf den ersten Blick klar, dass wenigstens eine Be- 
dingtingxglciehung weniger als absolut veränderliche Grösse ge- 
geben sein muss, denn wären gerade so \iele vorhanden, so 
würde jede der absolut veränderlichen Grössen aufhören, verän- 
derlich zu sein; sie erhielten alle bestimmte Werthc und « selbst 
wäre mithin unveränderlich. Von einem Maximum oder Minimum 
könnte alsdann nicht die Hede sein. 

Statt nun die abhängig veränderlichen Grössen zu eliminiren, 
wird es schon viel bequemer, wenn wir sämtntliche Gleichungen 
erst so difFerentiiren, als ob die Grössen alle absolut veränderlich 
wären : 



and nun erst die abhängigen DiH'crenliale eliminiren. 

Allein auch jetzt noch würde der Eliminationsprocess sehr 
beschwerlich werden und im Allgemeinen höchst complicirlc Re- 
sultate geben. Durch folgenden Kunstgriff aber gelangt man auf 
eine eben so leichte als elegante Weise zu den Relationen, 
welche unter den veränderlichen Grössen für den Zustand eines 
Maximum oder Minimum Statt finden müssen. 

Da das Differential einer jeden Bedingung Null ist, so ist es 
erlaubt, jedes noch mit einer neuen Unbekannten /, X ‘ zn 
multiplicircn und dann alle zu der Fundamentalgleichung hinzu 
zu addiren, nämlich: 



indem wir nun jeden Coeflicienten der Differentiale = 0 setzen, 

*) Die Differential«: derjenigen veränderlichen Grössen, welche in einer Be- 
dinguneagleichiuig nicht Vorkommen , stehen in der entsprechenden Differen- 
tialgleichung nur formell. 

U» 
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erhalten wir so viele Gleichungen, als veränderliche Grössen 
x, y, 5- • vorhanden sind, nämlich: 



Ausser diesen Gleichungen muss nun aber auch zu gleicher 
Zeit den Bedingungsgleichungen 

>!> (.*,!/ ) = 0 ) 

ro/, !■ ■■ o = o > co 

Kfar, s- • • • ) — 0 J 
Genüge geleistet werden. 

Aus der Combinalion der Gleichungen (I) und CO ergeben 
sieh dann die gesuchten Grössen. Mau eliminirt zuerst die 
Grössen /, /.'•••, deren absolute Werthe wir nicht zu kennen 
brauchen.*) Verbinden wir darauf die rcslirenden Gleichungen 
mit den Bedingungsglcichungen (2), so bestimmen sich auch die 
Werthe der veränderlichen Grössen x, y, »,••••, welche allen 
Forderungen entsprechen. 

Wir sehen hieraus mit einem Blick auf die vorgelegte Frage: 

u> (sc, y, t, t, • • ■ •) *= m ? X ! während 

7 7 nun. j 

«K-*) y, • •)) 

fOj, *,■•••)> conslant (=0) sind, 

F(.r, v )‘ 

*) Giebt es blos eine Bedingungsgleichung i /<(*, j/...)~0, so sind die 
Gleichungen, ans denen man * eliminiren kann : 



= 0; 




\dxl 

dz 


du 

du 

du 

'dtp \ 

= 0; 

dxi 

d'f „ 

* di' 




dt'- 

dt 1 

dy 

dy 



\d*I ' dt 

= 0; 

\dx' 

Jy/ 
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dass es einerlei ist, ob wir für yCx,tf, das Maximum 

oder Minimum suchen, während wir ■ ■'), fty, f, • • • ) etc. 

als constant, oder als gegebene Bedingungen, die zugleich mit 
erfüllt werden sollen, betrachten, oder ob wir für irgend eine 
der Functionen i ibQx,//, /Xyd- ■) etc., das Maximum oder 

Minimum suchen und dagegen die übrigen als constant betrachten. 
Es liegt hierin, wie Guuss bemerkte, eine sehr feine Metaphysik. 
In der Thal lassen sich alle Aufgaben dieser Art, wo die Maxima 
oder Minima einer Function mehrerer veränderlichen Grössen ge- 
sucht, dabei aber zugleich Nebenbedingungen erfüllt werden 
sollen, von zwei verschiedenen Seiten betrachten. 

Es ist nämlich ganz einerlei, welche Function wir als con- 
stant anschen und für welche wir ein Maximum oder Minimum 
suchen wollen. Die Verhältnisse der unbekannten Grössen zu 
einander werden in beiden Fällen dieselben sein und nur von 
der Wahl der Conslanten, welche wir den Functionen gleich 
setzen, hängt es allein ab, ob wir in beiden Fällen identische 
IVerthß erhalten sollen. Ein bekanntes Beispiel mag dies erläu- 
tern: Man soll die Höhe und Grundlinie des Cylinders angeben, 
der bei gegebenem Inhalte -u die kleinste Oberfläche hat. Hier 
wird man dasselbe Verhältniss zwischen Höhe und Grundlinie 
finden, wenn mau die Aufgabe so ausspricht: Man soll die Höhe 
und Grundlinie eines Cylinders finden, der bei gegebener Ober- 
fläche, = F, den grössten Inhalt hat, und so bei allen Fragen dieser 
Art. (Vergl. Moigno’s (Cauchy’s) seiziöme lepon, aus welcher 
wir folgendes Beispiel nehmen.) 

17L 

Aufgabe. Man suche die Werthe von x,y,z, für welche 

u = ax+by + ct CO 

ein Maximum wird, und für welche zugleich 

x 4 +y' 1 + s* — r*= 0 • • • -CO 

Auflösung. Man hat hier: 

du = adx 4- bdy + edi = 0 
Xxdx + lydy 4- Xsd* = 0 
a + hc- 0 . 

b + Xy= 0 = £ f CS 173, Rdbkg.) 

e + As =0 y 


Digitized by Googl 



182 


a b , . , bx\ 

Aus — = — folgt: y- — I 

x y a Dies in (2) suhstitnirl, kömmt: 

a r cxt 

” T ;r T ” 5 " « ) 

ar 

X Va'+b'^+c* 

_ ^ 

>J Vö*+4*+e* 

er 

Wä i +b , ‘+c' i 
M-iVa* +6®+«:* 

175. 

Aufgabe. Man verlangt ilio VVerthe von x, y, 3, für welche 

ii- x 2 -t y' 1 +*« (i) 

ein Minimum und zugleich: 

ux + by ~ Ci - k ( *) 

Auflösung. Man hat hier: 

<tu — xt/x -f yr/y + uh = Ü 
Xadx + X bdy + Äcds - 0 

Hieraus folgt: — = f = — und t/=— ; s = — . 

B a 5 c « a 




*■» 
M = 


ak 

a* 

+ 

f> 2 

+ 

c* 



bk 



ä* 

+ 

fc* 

+ 

c* 



dt 



n* 

"+ 

6 * 

T 

c* 



fc* 



ä* 


6 * 

T 

c* 
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27, 
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10, v. 
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•r. 

38, 

« 

9, v. 
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d’.y 
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d'y. 

42, 

« 

10, v. 

U-. 

« 

sin (x+fit) 

« 

sin(«-rg). 

53, 


Figur 


« 

N 

« 

N' 

67. 


• 


fl 

MQ 

fl 

MQ. 

68. 

« 

8. v. 


fl 

der immer 

fl 

die tg. des immer. 

69. 

« 

6, v. 

IL, 

• 

tennenen 

0 

tanneucn. 


■ 71. Zu der Gleichung (1) kann mau nöthigenfalls als Note noch 

folgende Erläuterung hinzufügen: Ff*,,), F'(jc 0 ) etc. bedeutet : 
dass in F(x), F‘(x) etc. x, statt * gesetzt werden muss. 
(Rndbk. $ 39.) 

« 83, Zeile 5, v. u., statt dy' lies: d‘y. 

« 87, Figur. «* « X 

« 111 . In der Figur fehlt der Buchstabe «. 

• 143, Zeile 13, v. o., statt In lies: E. 

« 168, t 9, v. u., « nun « man. 
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